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1 Einleitung

Periodische Strukturen und ihre optischen Eigenschaften sind von grofsem Nutzen und Interes-
se in Wissenschaft und Technik [1, 2|. Im Rahmen dieser Arbeit sollen vor allem periodische
Strukturen mit Perioden im Bereich der Beleuchtungswellenldnge des sichtbaren Lichts mit an-
grenzendem Ultraviolet und Infrarot betrachtet werden. Die bekanntesten solcher periodischer
Strukturen sind klassische Beugungsgitter, die aufgrund ihrer Periodizitét einfallendes Licht nur
in ganz bestimmte Richtungen, die Beugungsordnungen des Gitters, reflektieren oder transmit-
tieren. Da die Richtungen der Beugungsordnungen von der Wellenldnge des Lichts abhéngen,
werden diese hdufig im Bereich der Spektroskopie eingesetzt [1, 2|. Photonische Kristalle sind
periodische Strukturen mit Periodizitdt im Bereich der Beleuchtungswellenlidnge, die in einem
bestimmten Wellenldngenbereich, den sog. Bandliicken, keine Transmission zulassen. Sie wer-
den deshalb auch Photonic band gap structures genannt und es besteht eine grofe Analogie zu
den electronic band gaps in der Festkorperphysik [1]. Photonische Kristalle sind aufgrund ihrer
Eigenschaften besonders im Bereich der Lichtformung und -leitung von Bedeutung. Werden die
Strukturperioden wesentlich kleiner als die Wellenldnge, kann die Struktur als kontiniuerliches
Medium mit bestimmten elektromagnetischen FEigenschaften betrachtet werden. Man spricht
dann im Allgemeinen von sog. Metamaterialien [3]. Da die elektromagnetischen Eigenschaften
von der makroskopischen Struktur abhéngen, ist es somit mdglich Materialien mit bestimmten
Eigenschaften zu entwickeln. Von grofsem Interesse in den letzten Jahren sind z.B. Metamate-
rialien, die effektiv einen negativen Brechungsindex besitzen, da kein natiirlich vorkommendes
Material eine solche Eigenschaft besitzt. Eine Anwendung solcher speziell entwickelter Metama-
terialien verspricht unter anderem Abbildungen weit unterhalb der Beugungsbegrenzung zu er-
moglichen [4]. Da die Herstellung solcher Materialien fiir sichtbares Licht jedoch noch immer
eine grofe Herausforderung ist, sind die tatséchlichen Anwendungsgebiete von Metamaterialien
im Bereich der Optik jedoch noch nicht endgiiltig abzusehen.

Die Moglichkeit, auch optisch anisotrope Materialien bei den Untersuchungen periodischer
Strukturen beriicksichtigen zu konnen, ist daher nicht nur wichtig, weil alle Strukturen na-
tiirlicherweise auch aus optisch anisotropen Materialien hergestellt werden koénnen, sondern
auch, weil Metameterialien im Allgemeinen anisotrope Eigenschaften aufweisen. Mdchte man
diese also bei der Modellierung einer zu untersuchenden Situation als kontinuierliches Medium
behandeln, ist es als optisch anisotropes Material zu modellieren. Dieses trifft z.B. ebenso fiir
klassische Beugungsgitter mit Gitterperioden sehr viel kleiner als die Beleuchtungswellenlédnge
zu, wenn man das Gitter als effektive anisotrope Schicht modellieren méchte bzw. Strukturen
mit Eigenschaften entwickeln mochte, die denen einer solchen Schicht entsprechen [5, 6, 7, 8|.
Auch Oberflachenrauhheiten isotroper Materialien konnen in guter Ndherung als diinne aniso-
trope Schicht betrachtet werden.

Um die optischen Eigenschaften solcher periodischer Strukturen zu untersuchen, ist das Losen
der Maxwellgleichungen in Materie notwendig. Materie wird dabei als kontinuierliches Medium
betrachtet und die Wechselwirkung von Licht mit Materie phinomenologisch durch die induzier-
te Polarisierung und Magnetisierung beriicksichtigt [9]. Wéhrend das Problem fiir Strukturen
mit im Vergleich zur Wellenldnge groften Periodenabmessungen durch verschiedene Niherungen,



wie z.B. eine skalare Betrachtung, erleichtert werden kann, ist dies fiir die hier zu betrachte-
ten Strukturen nicht der Fall [10, 11]. Die Methode der Vectorial thin-element approzimation
(VTEA) ist ein Beispiel fiir eine solche Naherungsrechnung [12, 13, 14].

Fiir das Losen der Maxwellgleichungen wird im Rahmen dieser Arbeit die sog. Differentielle Me-
thode verwendet, welche speziell fiir periodische Strukturen anwendbar ist. Alternative Metho-
den werden u.a. in Ref. [2, 10, 15, 16] n&her erldutert. Die Differentielle Methode gehért wohl zu
den einfachsten und verbreitesten Methoden, die Maxwellgleichungen fiir periodische Strukturen
zu losen [1]. Die gekoppelten partiellen Differentialgleichungen werden durch Fourierreihenent-
wicklung der Felder in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen der Fourierkoeffizienten
iiberfithrt. Durch das Schieffverfahren wird das Randwertproblem in ein Anfangswertproblem
umgewandelt. Das gewohnliche Differentialgleichungssystem kann nun mittels bekannter Dif-
ferenzenverfahren zur numerischen Integration solcher Systeme geldst werden. Um numerische
Probleme bei der Integration zu vermeiden, muss die Struktur moglicherweise in Schichten un-
terteilt werden, und der S-Matrix Algorithmus oder alternativ der R-Matrix Algorithmus ist
zu verwenden [17, 18]. Eine Verbesserung der Konvergenzrate der Methode konnte durch die
Fourier-Faktorisierungs-Regeln im reduzierten Fourierraum von Lifeng Li erzielt werden [19, 20].
Die Anwendung dieser Regeln wird haufig als Fast Fourier Factorization (FFF) bezeichnet. Al-
lerdings kann es aufgrund der Limitierungen der FFF bei der Anwendung auf Strukturen aus
stark leitfihigen Materialien zu Instabilitdten kommen, deren Ursache derzeit Gegenstand né-
herer Untersuchungen sind |21, 22, 23, 24].

In dem Spezialfall, dass das System gewohnlicher Differentialgleichungen konstante Koeffizien-
ten besitzt, kann eine numerische Integration durch das Losen eines Eigenwertproblems ersetzt
werden. Obwohl es sich dabei um einen Spezialfall der Differentiellen Methode handelt, wird in
diesem Fall aus historischen Griinden von der rigorous coupled-wave analysis (RCWA) [25] oder
alternativ der Fourier modal method (FMM) gesprochen. Um auch in diesem Fall numerische
Schwierigkeiten zu umgehen, kann wiederum der S-Matrix Algorithmus oder eine Variante Na-
mens Enhanced Transmittance Matriz Approach (ETMA) |26, 27| verwendet werden. Strukturen
beliebiger Form werden h&ufig in Treppenstufenform angenéhert und mittels RCWA berechnet.
Untersuchungen in Ref. |28, 29| zeigen jedoch, dass aufgrund von Felderh6hungen an den Ecken
metallischer Materialien, bei einer solchen Niherung, eine schlechtere Konvergenz in Abhéngig-
keit der beriicksichtigten Modenanzahl als ohne eine solche Nidherung erzielt wird.

Die Differentielle Methode, sowie ihre Vor- und Nachteile, wird ausgiebig in Ref. [1] behandelt.
Im Rahmen dieser Arbeit wird die Differentielle Methode lediglich zur Losung des Beugungspro-
blems bei Liniengittern (1-dimensional-periodisch) und Kreuzgittern (2-dimensional-periodisch)
verwendet. Es existiert jedoch ebenfalls eine Formulierung der Differentiellen Methode fiir nicht-
periodische Strukturen [1, 30, 31]. Ebenso kann die Methode zur Untersuchung nichtlinearer Ef-
fekte wie z.B. der Frequenzverdoppelung verwendet werden |1, 15]. In dieser Arbeit wird jedoch
stets davon ausgegangen, dass nichtlineare Effekte zu vernachlissigen sind. Diese Annahme ist
im Regelfall im Bereich der optischen Messtechnik gerechtfertigt. Haufig wird bei optischen Fre-
quenzen auch davon ausgegangen, dass alle Materialien nichtmagnetisch sind und damit auch
nicht anisotrop in ihren magnetischen Eigenschaften. Diese Annahme soll jedoch nicht getroffen
werden, da insbesondere bei der Entwicklung von Metamaterialien und ihrer Beschreibung als
kontinuierliches Medium diese Annahme oftmals nicht zutreffend ist. Ein Beispiel dafiir ist die
spéter ndher erlduterte elektromagnetische Abschirmung, auch invisibility cloak genannt.

Die Arbeit ist dabei wie folgt gegliedert: Im zweiten Abschnitt werden kurz einige erforderliche
Grundlagen der Elektrodynamik zusammengefasst. Im dritten Abschnitt werden die Ergebnis-
se aus Ref. |19, 20| zu den Li-Regeln der Fourier-Faktorisierung zusammengefasst, welche eine



wichtige Grundlage fiir die Formulierung der Differentiellen Methode darstellen. Die Formulie-
rung der Differentiellen Methode erfolgt dann im vierten Abschnitt, wobei die Umwandlung
des partiellen Differentialgleichungssystem der Maxwellgleichungen in ein System gewdhnlicher
linearer Differentialgleichungen im Vordergrund steht. Das Losen dieses gewdhnlichen Differen-
tialgleichungssystems unter Beriicksichtigung der Randwerte wird dann im fiinften Abschnitt
beschrieben. Oftmals interessierende Grofen einer betrachteten Struktur sind die Effizienzen der
verschiedenen Beugungsordnungen, d.h. welcher Anteil der einfallenden Energie diese transpor-
tieren. Die Berechnung der Beugungseffizienzen wird deshalb im sechsten Abschnitt genauer
erldutert. In einigen Féllen ist man ebenso an der Feldverteilung innerhalb der Struktur inter-
essiert, weshalb die Nahfeldberechnung im siebten Abschnitt beschrieben wird. Am Ende sollen
noch einige Anwendungsbeispiele betrachtet werden.



2 Grundlagen der Elektrodynamik

Die Grundlage zur Berechnung elektrischer und magnetischer Felder und damit die Basis der
klassischen Elektrodynamik sind die vier Mazwellgleichungen in Materie, welche sich in SI-
Einheiten in der folgenden Form schreiben lassen (32, 33|:

V-D=p, (2.1)

V-B=0, (2.2)
0B

E=-"— 2.

V x el (2.3)
oD

H=—+]j. 2.4

VvV x 5 +] (2.4)

Durch sie werden die Felder von elektrischer Feldstarke E; elektrischer Verschiebungsdichte D,
magnetischer Feldstirke H und magnetischer Flussdichte B miteinander verkniipft. Alle Felder
sind dabei Funktionen von Raum und Zeit: U(r, t).

Die freie Ladungsdichte wird durch p(r,t) und die freie Stromdichte durch j(r,¢) beschrieben.
Samtliche Grofen sind dabei als riumliche Mittelwerte! {iber mikroskopisch grofe, makrosko-
pisch kleine Volumina aufzufassen [34].

Die vier Gln. (2.1-2.4) sind erst durch die Angabe von sog. Materialgleichungen der Form
D = D(E) und B = B(H) festgelegt.

Die elektrische Verschiebungsdichte D ist definitionsgeméf durch
D=gE+P (2.5)

gegeben. Die Polarisationsdichte P stellt die makroskopische Reaktion des Mediums auf ein
elektrisches Feld dar [9].
Analog ist die magnetische Feldstdrke H, auch magnetische Erregung genannt, durch

H= B_ M (2.6)
Ho
definiert [34|. Die Magnetisierungsdichte M ist, analog zu P, die Reaktion des Mediums auf ein
magnetisches Feld. In Abwesenheit von Materie ist P = M = 0 und bei den Feldern handelt es
sich auch ohne Mittelung um zeitlich und raumlich glatte Funktionen [34].
Bei gg handelt es sich um die Vakuum-Permittivitiit und bei o um die Vakuum-Permeabilitéit?.

Die Gréfsen P und M werden im Folgenden als linear abhénging von den jeweiligen Feld-
stirken E bzw. H angenommen?®, P = ¢gxE und M = xH, ebenso der Zusammenhang von

'Die rdumlichen Mittelwerte entsprechen den zeitlichen Mittelwerten [34].

?Bei allen Berechnungen wird mit 9 = pio = 1, d.h. in den sog. natiirlichen Einheiten, gerechnet. Aus diesem
Grund sind alle numerischen Angaben von ¢ und p eigentlich Angaben von &, und p, aus Gln. (2.8) und
(2.9).

®Diese Annahme gilt nur bei kleinen Feldstirken, bei denen nichtlineare Effekte zu vernachlissigen sind. Bei
Beriicksichtigung nichtlinearer Prozesse gilt allgemein D = D(E) und B = B(H).



elektrischer Feldstdrke und der durch sie hervorgerufenen Stromdichte. In diesem Fall lassen
sich Gln. (2.5) und (2.6) in folgender Form schreiben:

j=oE, (2.7)
D =¢y(I+ x)E =¢coc,E =<cE, (2.8)
B = puo(I+r)H = poprH = pH. (2.9)

Bei GI. (2.7) handelt es sich um das lokale Ohm’sche Gesetz.

Die Gréfen €, und p, werden relative Permittivitdt und relative Permeabilitit genannt. Bei der
elektrischen Leitfahigkeit o, elektrischen Suszeptibilitdt xy und magnetischen Suszeptibilitit s
handelt es sich im Allgemeinen um Tensoren zweiter Stufe, und damit auch bei der Permittivi-
tat und der Permeabilitdt. Im Falle isotroper Materialien werden alle Grofsen zu Skalaren.

Die makroskopischen elektromagnetischen Eigenschaften eines Materials sind damit durch die
Materialparameter Permittivitit € und Permeabilitit p bestimmt. Sie sind im Allgemeinen fre-
quenzabhéngig, d.h. e = ¢(w) und p = p(w).

Um die Gln. (2.1-2.4) weiter zu vereinfachen wird im Folgenden davon ausgegangen, dass kei-
ne freien Ladungen vorhanden sind. Damit wird p = 0. Desweiteren sollen nur zeitharmonische
Felder mit der Zeitabhéngikeit exp(—iwt) betrachtet werden. Das bedeutet, die Differentiation
nach der Zeit in Gln. (2.3) und (2.4) kann durch Multiplikation mit —iw ersetzt werden. Es
handelt sich dabei lediglich um eine Spektralzerlegung, d.h. Fouriertransformation, in der Form

Ulr,t) = % / U, w) exp(—iwt)dw. (2.10)

Alle Felder sind somit im Folgenden Funktionen des Ortes r und der Kreisfrequenz w, ohne dass
dies jedoch explizit angegeben wird: U(r,t) — U(r,w). Wegen der Zeitabhéingikeit exp(—iwt),
handelt es sich bei den Feldern U(r,w) um komplexe Gréfen [9, 32, 33]. Die Felder verschiedener
Frequenzen sind im linearen Fall nicht gekoppelt, da elektrische und magnetische Suszeptibilitét
keine Funktionen der Feldstérke sind, und konnen daher getrennt betrachtet werden.

Die Leitfahigkeit eines Materials kann durch eine Neudefinition von e beriicksichtigt werden,
sodass j = 0 gesetzt werden kann. Einsetzten von Gl. (2.7) in Gln. (2.3) fithrt zur neuen Defi-
nition € = ¢ + io /w.

Die zu l6senden quellenfreien Maxwellgleichungen fiir zeitharmonische Felder werden damit
zu

V-D=0, (2.11)
V-B=0, (2.12)
V xE = iwB, (2.13)
VxH=—iwD. (2.14)

Wie oben im Text erwédhnt, handelt es sich bei den Feldern um Funktionen vom Ort r und der
Kreisfrequenz w: U(r,w). Die Gleichungen werden vervollsténdigt durch die Materialgleichungen
(2.8) und (2.9).

Durch Gln. (2.11-2.14) ist das Verhalten der Felder an einer Grenzfliche zweier homogener
Medien gegeben. Durch Anwenden des Gaufsschen Integralsatzes auf (2.11) und (2.12) bzw. des
Stokesschen Integralsatzes auf (2.13) und (2.14) kann gezeigt werden, dass es sich unter der
oben gemachten Annahme der Quellenfreiheit bei



e der Normalkomponente von D: D,
e der Normalkomponente von B: B,
e der Tangentialkomponente von E: F,
e der Tangentialkomponente von H: Hy

um stetige Feldkomponenten handelt [33, 34, 35].

DaVa: V-(Vxa) = 0 gilt, erfiillen Losungen der Gln. (2.13) und (2.14) automatisch Gln. (2.11)
und (2.12). Ebenso sind die Randbedingungen der Stetigkeiten von D,, und B,, implizit in Gln.
(2.11) und (2.12) enthalten [9].

Mit den oben gemachten Annahmen reduziert sich somit die Losung von Gln. (2.1-2.4) auf die
Losung der Gln. (2.13) und (2.14) unter Beriicksichtigung der Materialgleichungen (2.8) und
(2.9).

2.1 Wellenausbreitung in homogenen isotropen Medien

Ein homogenes isotropes Medium zeichnet sich dadurch aus, dass es sich bei seinen elektroma-
gnetischen Eigenschaften, € und u, bei gegebener Frequenz um skalare Konstanten handelt.
Aus Gln. (2.11-2.14) kann in diesem Fall fiir jede Feldkomponente U (r,w) eine zeitfreie skalare
Wellengleichung, auch Helmholtzgleichung genannt, der Form

(V2+ KU =0 (2.15)

hergeleitet werden [33].

Dazu bildet man die Rotation von (2.13) und verwendet die Vektoridentitit V x (V x a) =
V(V - a) — V2a. Wegen konstantem ¢ ergibt sich aus (2.11) mit (2.8), dass V- E = 0 gilt.
Einsetzen von (2.14) unter Beriicksichtigung von (2.8) und (2.9) ergibt

(V2 +wepn)E =0. (2.16)

Aus Gl. (2.8) ergibt sich sofort, dass Gl. (2.16) ebenfalls fiir die elektrische Verschiebungsdichte
D gilt, d.h. wenn E durch D ersetzt wird.

Analog kann durch Bilden der Rotation von Gl. (2.14) unter Beriicksichtigung, dass V-H =0
gilt, eine mit Gl. (2.16) identische Gleichung erhalten werden, in der E durch H bzw. B ersetzt
ist.

Alle Feldkomponenten erfiillen damit Gl. (2.15) mit der Dispersionsrelation

k? = wiepu. (2.17)

Da es sich bei GL (2.15) um eine Wellengleichung fiir zeitharmonische Felder handelt, ist k2
in der Form k% = w?/v? gegeben [32]. Bei v handelt es sich um die Wellengeschwindigkeit im
Medium. Ein Vergleich mit Gl. (2.16) gibt fiir diese

v (2.18)

NG

Im Vakuum gilt € = g¢ und p = pp und damit ergibt sich die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
c zu

(2.19)



Durch Definition eines Brechungsindexes des Mediums n durch
n? = e piy (2.20)

und damit fiir alle natiirlichen Materialien?

n = \/erfir (2.21)

kann Gl. (2.18) in der Form v = ¢/n geschrieben werden, und die Dispersionsrelation (2.17)

wird zu

w22

k2 = - (2.22)

Die Dispersionsrelation (2.22) ist somit nur vom in Gl. (2.20) definierten Quadrat des Bre-
chungsindexes abhéangig [36].

Ein vollsténdiger Satz von Basisfunktionen der Losung der Helmholtzgleichung (2.15) stellen
ebene Wellen der Form . 3
U(r,w) = U(k,w) exp(ik - r) (2.23)

dar [9], wobei der Betrag von |k| = k durch Gl. (2.22) mit der Kreisfrequenz w verbunden ist.
Es handelt sich dabei um eine rdumliche Fouriertransformation der Form

Ulr,w) = (er)g /_ Z U (k, w) exp(ik - r)dk (2.24)

des Feldes.
Einsetzen von Gl. (2.24) in Gl. (2.10) zeigt, dass es sich bei der Berechnung der Felder im
(r,t)-Raum um eine Planwellenzerlegung handelt. Die Planwellen haben dabei die Form

U(r,t) = U(k,w) exp(ik - T — iwt) . (2.25)

Ebenen konstanter Phase sind durch k - r — wt = konst. gekennzeichnet. Der Wellenvektor k,
dessen Betrag durch (2.22) festgelegt ist, zeigt dabei in Richtung der Wellenausbreitung. Die
Wellenlénge der ebenen Welle ist nach (2.25) durch

_27T

A= =
k|

(2.26)

gegeben.

Die komplexen Amplituden U(k,w) der Planwellen sind jedoch nicht unabhingig voneinan-
der, sondern durch die Maxwellgleichungen (2.11-2.14) miteinander verkniipft. Einsetzen der
Feldkomponenten in der Form (2.23) in (2.11-2.14) liefert fiir die Amplituden der Planwellen
die Beziehungen

k-D=0, (2.27)
k-B=0, (2.28)
kxE=uwB, (2.29)
k x H=—wD (2.30)

*Es konnen Metamaterialien hergestellt werden, bei denen n = —, /2.1, gilt [36, 3].



Formal ist also der Ubergang von (r,t)- zum (k,w)-Raum durch 0/0t — —iw und V — ik in
den Maxwellgleichungen zu erreichen.

Um die Notation zu entlasten soll bei den weiteren Betrachtungen der Ausbreitung ebener Wel-
len in einem homogenen Medium die Tilde iiber den Feldgrofen weggelassen werden.

Aus der Materialgleichung (2.8) fiir ein homogenes isotropes Medium ist vorgegeben, dass
die elektrische Feldstdrke E und die elektrische Verschiebungsdichte D parallel sind. Dasselbe
gilt nach Gl. (2.9) fiir die magnetische Feldstdrke H und die magnetische Flussdichte B. Da
nach Gln. (2.27) und (2.28) D und B orthogonal zum Wellenvektor k sind, trifft dies ebenfalls
fiir E und H zu. Die Felder sind somit transversal zur Ausbreitungsrichtung k/|k| der Ebenen
konstanter Phase. Nach Gl. (2.29) bilden k, E und B ein Rechtsystem und sind paarweise
orthogonal. Dies gilt nach Gl. (2.30) ebenso fiir k, D und H. Insgesamt ergeben sich die in
Abb. 2.1 dargestellten Beziehungen.

B

Abb. 2.1: Orientierung der Felder einer ebenen Welle im homogenen isotropem Medium. Dabei
wird angenommen, dass € und g reell und positiv sind.

Der mittlere Poyntingvektor (P), welcher die mittlere Energieflussdichte des elektromagneti-
schen Feldes beschreibt, ist durch

(P) — %Re(E « HY) (2.31)

gegeben [32, 9, 33]. Der Stern representiert dabei das komplex konjugierte der Grofe. Der mitt-
lere Poyntingvektor ist somit parallel zum Wellenvektor k.

In Abb. 2.1 ist angenommen, dass es sich bei € und g um reelle positive Werte handelt. In
diesem Fall bilden k, E und H ein Rechtssystem. Sind dagegen € und g reell und negativ bil-
den k, E und H ein Linkssystem [3, 36]. Als Konsequenz ist der mittlere Poyntingvektor (P)
in entgegengesetzter Richtung zum Wellenvektor k. Bei der Propagation in verlustbehafteten
Medien werden die Amplituden der ebenen Wellen exponentiell geddmpft [33].

2.2 Wellenausbreitung in homogenen anisotropen Medien

Im homogenen anisotropen Medium sind die elektromagnetischen Parameter, € und p, ebenfalls
rdumlich konstant. Es handelt sich jedoch um Tensoren zweiter Stufe. Das elektromagnetische
Feld kann wiederum durch Planwellen der Form von GI. (2.25) dargestellt werden, wobei die
Amplituden der Wellen durch Gln. (2.27-2.30) miteinander verkniipft sind.



Aus Gln. (2.29) und (2.30), zusammen mit den Materialgleichungen (2.8) und (2.9), kann die
Dispersionsrelation fiir allgemeine anisotrope Materialien hergeleitet werden. Ist der Wellenvek-
tor k = («a, 3,7), wird der Operator kx durch

0 — B
K= v 0 -« (2.32)
-6 a O
reprasentiert. Damit miissen
KE = wuH (2.33)
und
KH = —weE (2.34)

erfiillt werden. Auflésen von Gl. (2.33) nach H und Einsetzen in Gl. (2.34) und analog Auflésen
von Gl. (2.34) nach E und Einsetzen in Gl. (2.33), liefert die Bedingungen [37]

(Kp 'K +w?*)E=0 (2.35)

und
(Ke 'K +w?u)H=0. (2.36)

Im Fall eines isotropen Mediums ergibt sich aus Gl. (2.35) und Gl. (2.36) wieder Gl. (2.17).
Ansonsten ist die Dispersionsrelation w = f(k) durch

det(Kp 'K + w?) =0 (2.37)

oder
det(Ke 'K +w?u) =0 (2.38)

festgelegt. Gln. (2.37) und (2.38) sind nach Ref. [37] dquivalent. Dort findet sich auch eine
vollstdndige Darstellung der Gleichungen in kartesischen Koordinaten. Sofort zu erkennen ist,
dass sich die Dispersionrelation bei k — —k nicht &ndert.

Aus Gln. (2.27) und (2.28) folgt, dass D und B orthogonal zum Wellenvektor k sind und damit
in den Ebenen konstanter Phase liegen. Dies gilt im Allgemeinen nicht fiir E und H, die damit
sowohl eine Transversal- als auch eine Longitudinalkomponente besitzen. Aus Gln. (2.29) und
(2.30) folgt jedoch, dass E1LB und D LH gelten muss. Aus der Definition des Poyntingvektors
in Gl. (2.31) folgt, dass dieser im Allgemeinen nicht parallel zur Ausbreitungsrichtung der
Phasenfronten k/ |k| ist.

In kartesischen Koordinaten ist die Permittivitdt € durch

Exx Exy Euxz
e=| €y Eyy Ey: (2.39)

€z Ezy €22

gegeben. Analoges ergibt sich fiir die Permeabilitdt p. Im Allgemeinen handelt es sich bei den
Elementen ¢;; und j;; um komplexe Gréfsen [1].

Da die Ausbreitung im homogenen anisotropen Medium nur im Spezialfall von Abschnitt 5.3
von Bedeutung ist und dort nochmals dargestellt wird, soll an dieser Stelle nur der wichtige
Fall eines verlustfreien homogenen anisotropen nichtmagnetischen Mediums kurz betrachtet
werden. Ausfiihrlichere Darstellungen fiir diesen Fall finden sich in Ref. |32, 9]. Da das Medium
nichtmagnetisch ist, ist die Permeabilitdt ein Skalar: 4 = po. Bei optischen Frequenzen trifft



dieses fiir natiirliche Materialien im Allgemeinen zu [1, 9]. Der Permittivitétstensor in Gl. (2.39)
ist in diesem Fall symmetrisch, d.h. €;; = €;;, und seine Elemente sind reell [9]. In diesem Fall
ist € diagonalisierbar und kann durch

€= 51V1V1T + 52v2vg + 53V3V3T (2.40)

dargestellt werden. Die reellen positiven Grofen &1, €2 und €3 werden als Hauptpermittivita-
ten bezeichnet. Die Richtungsvektoren vy, vo und vs sind die dazugehérigen Hauptachsen. Die
Hauptachsen bilden eine orthogonale Basis in R3. Sind alle drei Hauptpermittivititen unter-
schiedlich, ist das Medium biaxial. Wenn zwei Hauptpermittivitdten gleich sind, ist das Medium
uniaxial. Sind alle Grofen identisch ist das Medium isotrop und € ist ein Skalar.

Nach den oben gemachten Bemerkungen iiber die Orientierung der Felder und der Tatsache,
dass H und B im nichtmagnetischen Medium parallel sind, ergibt sich die in Abb. 2.2 dargestell-
te Orientierung der Felder. Die elektrische Feldstdrke E hat sowohl eine Transversal- als auch

Abb. 2.2: Orientierung der Felder im homogenen anisotropen nichtmagnetischen Medium, [9]. D,
E, k und (P) liegen in einer Ebene, B und H senkrecht dazu. Die Ebenen konstanter Phase sind
orthogonal zum Wellenvektor k.

eine Logitudinalkomponente [9]. Spater wird wichtig sein, dass der mittlere Poyntingvektor (P)
und damit die Richtung des Energietransports im Allgemeinen nicht parallel zur Ausbreitungs-
richtung der Phasenfronten k/ |k| ist und daher auch nicht aus dem Wellenvektor k bestimmt
werden kann.

Nach Ref. [9, 32| bekommt man fiir jede mégliche Richtung s des Wellenvektors k = nkgs durch
die Dispersiongleichung im anisotropen Medium zwei mogliche Werte fiir n; 2 und damit fiir
die moglichen Phasengeschwindigkeiten v 2 = ¢/nq 2 der ebenen Wellen in dieser Richtung. Die
zu den beiden Phasengeschwindigkeiten gehorenden Polarisationen ergeben sich dann aus GI.
(2.35). Die Felder im homogenen anisotropen Medium lassen sich damit ebenfalls als Superpo-
sition ebener Wellen darstellen, wobei in jeder Ausbreitungsrichtung der Phasenfronten s das
elektromagnetische Feld als Superposition zweier ebener Wellen unterschiedlicher Polarisation
und Ausbreitungsgeschwindigkeit gegeben ist. Die Polarisationen, die bei der Ausbreitung un-
veréndert bleiben, sind orthogonal [9].

Sowohl in homogenen isotropen wie auch anisotropen Medien ist das elektrogmagnetische Feld
somit in der Form einer Superposition von ebenen Wellen darstellbar. Wahrend in isotropen
Medien alle Felder orthogonal zur Phasenausbreitungsrichtung k/ |k| sind und der Energietrans-
port in Form des Poyntingvektors parallel dazu ist, ist dies in anisotropen Medien nicht der
Fall.
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3 Li-Regeln der Fourier-Faktorisierung

Ziel der Fourier-Faktorisierung ist es, die Fourierkoeffizienten einer periodischen Funktion h(z) =
f(z)g(z) durch die Fourierkoeffizienten seiner Produkte f(z) und g(x) darzustellen.

Bei f(x) und g(x) handelt es sich um quadratintegrierbare, stiickweise stetige und periodische
Funktionen mit der Periode 27. Dies gilt damit auch fiir h(z).

Die Faltungsregel besagt, dass die Fourierkoeffizienten h,, von h(x) in

h(z) = Z hy, exp(in) (3.1)

durch - -
hy = Z Jn—m9m = Z In-mfm (32)

m=—oQ m=—0oQ

gegeben sind [20]. Oder in Matrixschreibweise

[h] = [/ lg] = Tal LS, (3-3)

wobei [h] einen Vektor mit den Fourierkoeffizienten h,, und das Symbol [f] eine Toeplitz-Matrix!
aus den Fourierkoeffizienten der Funktion f(z) darstellt, mit ([f]),,,,, = fa—m- Fir [g], [f] und
[g] gilt analoges. Gl. (3.2) wird auch als Laurent-Regel bezeichnet.

In praktischen Berechnungen werden jedoch die unendlichen Fourierreihen durch endliche Rei-
hen angendhert. Oder anders ausgedriickt, die Dimension im Fourierraum durch Projektion auf
einen Unterrraum reduziert. Die Reduktion auf ein endlich-dimensionales Problem ist jedoch
nur moglich, wenn seine Losung beim Erhohen der Dimension zur Losung des exakten Problems
konvergiert [20, 38|. Soll die Fourierdarstellung von h(z) in Gl. (3.1) durch eine Summation von
n = —N bis n = N angendhert werden, geht es bei der Fourier-Faktorisierung somit darum,
die Fourierkoeffizienten h,, aus einer vergleichbaren Anzahl Fouriermoden von f(z) und g(z) zu
ermitteln, sodass die endliche Fourierreihe mit den so ermittelten Fourierkoeffizienten uniform
gegen die endliche Fourierreihe mit den exakten Fourierkoeffizienten konvergiert, wenn mehr
Fourierkoeffizienten von f(x) und g(z) beriicksichtigt werden [20]. Eine genaue Untersuchung
tiber die Fourier-Faktorisierung in einem solchen Fall ist in Ref. [19, 20| zu finden, wihrend im
Folgenden nur die Ergebnisse von dort aufgefiithrt werden sollen. Dabei werden in Ref. [19, 20]
drei Félle unterschieden.

1. Haben f(z) und g(z) keine gemeinsamen Unstetigkeitsstellen z,, kénnen die Fourierkoef-
fizienten h,, durch eine endliche Version der Laurent-Regel

N
ho= Y fo-mgm (3.4)
m=—N

!Matrix, dessen Haupt- und Nebendiagonalen konstant sind.
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ermittelt werden. Die so ermittelte endliche Fourierreihe konvergiert punktweise fiir N —
oo zu der endlichen Fourierreihe h(x), ermittelt mit den exakten Fourierkoeffizienten.
In Matrixschreibweise ist Gl. (3.4) durch

[h] = 1119l (3-5)

gegeben. Es ist zu beachten, dass im endlichen Fall im Allgemeinen [f] [g] # [g¢] [f] ist.
Wenn eine der beiden Funktionen f(z) und g(x) stetig ist und die jeweils andere unstetig,
sollte die unstetige Funktion die Eintrage der Toeplitz-Matrix ausmachen, da so mehr
ihrer Fourierkoeffizienten bei der Berechnung verwendet werden |[1].

2. Haben f(z) und g(z) gemeinsame Unstetigkeitsstellen z,, bei ihrem Produkt h(x) handelt
es sich jedoch um eine stetige Funktion, konnen die Fourierkoeffizienten h,, in den meisten
Féllen durch die sog. Inversen-Regel bestimmt werden. Da in diesem Fall fiir das Produkt

1

o(a) = F7h(a) (3.
die Laurent-Regel gilt, ist
1
o= [7] o (3.7)
und man erhilt durch Multiplikation mit [1/f]~! die Inversen-Regel
17-1
m=[3] W (3.8)

bzw.

hy = i ([{;ﬂl)nmgm. (3.9)

m=—N

Die endliche Fourierreihe mit h, aus Gl. (3.9) als Koeffizienten konvergiert wiederum
punktweise gegen die endliche Fourierreihe von h(z) mit den exakten Fourierkoeffizienten,
wenn N — oo.

Der Beweis fiir die Giiltigkeit der Inversen-Regel in Ref. [20] ist dabei noch an folgende
Bedingung gekniipft: ,Sei S ein Subintervall oder eine Sammlung von Subintervallen von
[0,27) und S sein Komplement, S oder S kénnen leer sein, muss stets f(z) # 0 und eine
der beiden Bedingungen

e Re[1/f] hat keinen Vorzeichenwechsel in [0, 27), Re[1/f] # 0in S, und Im [1/f] hat
keinen Vorzeichenwechsel in S,

e Im [1/f] hat keinen Vorzeichenwechsel in [0,27), Im [1/f] # 0 in S, und Re [1/f] hat
keinen Vorzeichenwechsel in S,

erfiillt sein“ [20]. Diese Bedingungen sind hinreichend, aber nicht notwendig.

3. Haben f(x) und g(z) gemeinsame Unstetigkeitsstellen z,, ihr Produkt h(z) ist jedoch an
diesen Stellen unstetig, kann h(z) weder durch die Laurent-Regel noch durch die Inversen-
Regel Fourier-faktorisiert werden [1].

Im weiteren werden Produkte, die die Bedingung von Punkt eins erfiillen, als Typ 1 Produkte
bezeichnet. Fiir diese kann somit die Laurent-Regel verwendet werden. Die Inversen-Regel ist

12



bei Produkten vom Typ 2 zu verwenden und Produkte vom Typ 3 sollten vermieden werden,
da sie nicht Fourier-faktorisiert werden kénnen.

Die Anwendung der hier aufgefiihrten Regeln wird auch als Fast Fourier Factorization (FFF)
bezeichnet |1, 39].

Alle in diesem Abschnitt gemachten Aussagen sind auch fiir mehrdimensionale Fourierreihen-

entwicklungen giiltig, da diese als eine Reihe von eindimensionalen Fourierreihenentwicklungen
angesehen werden kdnnen.
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4 Die Differentielle Methode

In den folgenden beiden Abschnitten soll die Differentielle Methode néher erldutert werden. Als
Hauptreferenz dient [1], weshalb die Notation weitestgehend der dort verwendeten entspricht.
In Abschnitt 4 wird gezeigt, wie aus dem System partieller Differentialgleichungen der Max-
wellgleichungen durch Fourierreihenentwicklung der Felder ein System gewohnlicher Differenti-
algleichungen erster Ordnung fiir ihre Fourierkoeffizienten entsteht. Das Losen dieses Differen-
tialgleichungssystems unter Beachtung der Randbedingungen wird dann in Abschnitt 5 ndher
erlautert.

In Abschnitt 4.1 wird eine kurze Ubersicht iiber das Verfahren der Differentiellen Methode ge-
geben. Die Abschnitte 4.2 und 4.3 enthalten dann eine detailliertere Darstellung. Der Abschnitt
4.1 stellt somit lediglich eine kompakte Zusammenfassung der Ergebnisse der danach folgenden
Abschnitte dar.

4.1 Ubersicht

Die Differentielle Methode 16st die Maxwellgleichungen (2.13) und (2.14) fiir periodische Struk-
turen. Im Rahmen dieser Arbeit sollen dabei Strukturen mit Periodizitéit in einer und Inva-
rianz in einer zweiten Raumrichtung, im weiteren auch als Liniengitter oder eindimensional-
periodische Gitter, und mit Periodizitdt in zwei Raumrichtungen, im weiteren auch als Kreuz-
gitter oder zweidimensional-periodische Gitter bezeichnet, betrachtet werden'. In der dritten
Raumrichtung wird davon ausgegangen, dass ausserhalb eines endlichen Bereichs, dem modu-
lierten Bereich, alle elektromagnetischen Parameter konstant sind. Ausserhalb des modulierten
Bereichs kann das Feld deshalb nach Abschnitt 2.1 und 2.2 durch Superposition ebener Wellen,
der Rayleigh-Entwicklung, dargestellt werden. Alle drei Raumrichtungen werden als orthogonal
angenommen. Die Wahl der Orientierung der Koordinatenachen ist in Abb. 4.1 dargestellt..

Innerhalb des modulierten Bereichs miissen die Felder Gl. (2.13) und (2.14) erfiillen, welche
in kartesischen Koordinaten die folgende Form besitzen:

0B, O, OH, OH,

3y o, = wBy, oy 0 iwDy

0E, OE., OH, OH.

% o iwB,y , o o iwD, (4.1)
0B, OE, oH, OH,

Py Tl B, Ty 9% D,

Ox oy Wz Ox oy e

Da die Strukturen periodisch sind, handelt es sich bei den Feldern um pseudoperiodische
Funktionen von x und z, die als Fourierreihen entwickelt werden kénnen |1, 10]. Durch Einfiihren

!'Periodische Strukruren werden im weiteren allgemein auch als Gitter bezeichnet. Obwohl die Formulierungen
ein- bzw. zweidimensional-periodische Gitter allgemeiner ist, sollen im weiteren Liniengitter und Kreuzgitter
als synonyme Bezeichnungen verwendet werden.
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€, konstant

( modulierter Bereich:
N 8(xz) = e(etd,zrd)
| nio) = picrd,zrd)

L
=V

€, konstant

Abb. 4.1: Orientierung des kartesischen Koordinatensystems bei der Betrachtung von Linien- und
Kreuzgittern mit der Differentiellen Methode.

von Vektoren [U], welche die Fourierkoeffizienten der Feldkomponenten enthalten, kénnen Gln.
(4.1) im Fourierraum aufgrund der Linearitat der Differentiation in der Form

oE.] 0[E,] | JolH,) O0[H,] .

8y — 7azy = W [B:r] 9 8y - 8Zy = —ww [Dfl'] )
oE,) O[E)] o[H,] O[H,] .

5 ap W [By] , 5 e W (D], (4.2)
OE,] O[E;] _ . O[H, O[H.] .

or oy iw[By] , or oy —iw [D,]

geschrieben werden.

Fiir die hier betrachteten Gitter werden die Felder in den Ebenen parallel zur xzz-Ebene als
Fourierreihen entwickelt (siehe Abb. 4.1). Thre Fourierkoeffizienten sind damit noch Funktionen
der kontinuierlichen Ortskoordinate y.

Da die Differentationen im Fourierraum fiir die hier betrachteten Gitter in den zwei Raum-
richtungen = und z explizit bekannt sind?, werden die Gln. (4.2) in ein System gewdhnlicher
linearer Differentialgleichungen erster Ordnung iiberfiihrt.

Um das Gleichungssystem l6sen zu konnen, miissen die Materialgleichungen (2.8) und (2.9)
ebenfalls im Fourierraum ausgedriickt werden. Dabei ist zu beachten, dass aufgrund der end-
lichen Basis, d.h. endlichen Anzahl von Fourierkoefffizienten der Felder, in jeder auf dem
Computer durchgefithrten Rechnung, die Produkte in Gln. (2.8) und (2.9) nach den Fourier-
Faktorisierungs-Regeln von Li [19, 20] berechnet werden sollten. Diese sind in Abschnitt 3
aufgefiithrt. Letztlich erhdlt man die Beziehungen

1D.] ¢ Q) Qi E,]
D) | = QY Q) Qf B, (4.3)
(D] Q¥ QY Q¥ /) \ [

’Da die Exponentialfunktionen, die als Basis zur Darstellung der Felder dienen, Eigenfunktionen der Differen-
tiation sind.
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und

B,] " Q) [H,]
B, | =| Q¥ Q) Q¥ H,] | - (4.4)
[B:] Q) Q) \ A

Unter Verwendung dieser Materialgleichungen im reduzierten Fourierraum wird durch Elimi-
nieren der y-Komponenten das gewohnliche Differentialgleichungssystem in der Form

[Ey] M1 Mz Mz My, [Ey]
d [ [E] _ ;| M2z Mz Msy; My [E:] (4.5)
dy | [Hz] Mz Mz, Maz Msy [H,] ’
[H.] My Mgz Mgz My [H.]
oder kurz q
T = M(y)f(y) (4.6)
y
erhalten.

Die Matrizen der Materialgleichungen (4.3) und (4.4), sowie die Matrix M(y) in Gl. (4.6) sind
dabei abhéngig von dem zu lésenden Problem und werden in den folgenden beiden Abschnitten
fiir Linien- und Kreuzgitter hergeleitet.

Das Problem ist damit auf eine numerische Integration der Gl. (4.6) unter Beriicksichtung der
Randwerte an Ober- und Unterseite des modulierten Bereichs reduziert. Die Randwerte sind
die Amplituden der ebenen Wellen zur Darstellung der Felder in Cover und Substrat.

Das Randwertproblem wird dabei mittels Schiefsverfahren auf ein Anfangswertproblem zuriick-
gefithrt. Die numerische Integration wird, um numerische Probleme durch exponentiell wach-
sende Terme zu vermeiden, mittels S-Matrix-Algorithmus durchgefiihrt.

4.2 Liniengitter

4.2.1 Liniengitter aus anisotropen Materialien
Problemstellung

Fiir ein Liniengitter ist die Geometrie des zu lésenden Problems in Abb. 4.2 dargestellt®.
Beleuchtet wird das Gitter durch eine ebene monochromatische Welle mit Wellenvektor k; =
(a0, — o, v0) aus dem Cover. Das Cover ist durch y > a gekennzeichnet. Es wird angenommen,
dass es sich um ein homogenes isotropes Medium mit den Eigenschaften e, und p. handelt. Be-
liebige einfallende Felder kénnen dann spéter durch Summation einer endlichen Anzahl einfal-
lender monochromatischer ebener Wellen mit verschiedenen Einfallsrichtungen und Frequenzen
angenihert werden?.

Die Komponenten des Wellenvektor k; sind durch den Polarwinkel ¢ und den Azimuthwinkel
1) gegeben durch

ag = neko sin ¢ cos (4.7)
Bo = nekgcos ¢, (4.8)
Yo = —nckosin gsini . (4.9)

*Dieser Abschnitt ist stark an [40] und [41] angelehnt.
“In Ref. [42, 43] finden sich Anwendungsbeispiele der Differentiellen Methode, bei denen das einfallende Feld
ein 3D-Gauss-Strahl ist.
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Abb. 4.2: Geometrie eines Liniengitters. Dargestellt ist ein klassisches Relief-Beugungsgitter.

Bei ko handelt es sich um die Wellenzahl aus Gl. (2.22) mit n = 1. Nach Gl. (2.26) gilt daher
ko = 27/ Ao, mit der Wellenlénge Ao im Vakuum.

Die Polarisation der einfallenden Welle wird durch den Winkel § festgelegt. Im Fall § = 0°
spricht man von s- oder TE-Polarisation und bei § = 90° von p- oder TM-Polarisation. Belie-
bige Polarisationen konnen durch Superposition zweier Wellen mit TE- bzw. TM-Polarisation
erreicht werden.

Der Bereich y < 0 wird als Substrat bezeichnet. Wie im Cover sind dort die elektromagneti-
schen Eigenschaften konstant und durch €, und ps gegeben, wobei es sich bei diesen Grofen
um Tensoren zweiter Stufe handeln kann.

Die Amplituden der kartesischen Feldkomponenten des einfallenden Feldes sind fiir eine ebene
Welle mit normierter Amplitude ’E(i)’ = 1 gegeben durch

EY) = sin b cos ¢ cos 1 + cos dsin 1, (4.10)
E{) =sindsing, (4.11)
B = cos b cos) — sin d cos psin i . (4.12)

Die Feldkomponenten von H® ergeben sich dann aus Gl. (2.29) mit Gl. (2.9) zu
1

Wite

HO) = —(k; x EW). (4.13)

Rayleigh-Entwicklung in Cover und Substrat

Im Bereich des Covers und des Subtrats, welches vorldufig als isotrop angenommen wird, miis-
sen alle Feldkomponenten U(r,w) des elektromagnetischen Feldes nach Abschnitt 2.1 die Helm-
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holtzgleichung (2.15) erfiillen. Die einzelnen Feldkomponenten sind dabei, wie in Abschnitt 2.1
beschrieben, durch Gln. (2.27-2.30) verkniipft. Aufgrund der Geometrie des Problems sind die
Felder bis auf einen Phasenfaktor durch den schrégen Einfall periodisch in  mit der Gitterperi-
ode d. Die Funktionen V' (z,y), welche die Feldkomponenten mit korrigierter Phase darstellen,
sind somit strikt periodisch und kénnen als Fourierreihen

2
V(z,y) = exp(—iaoz — i702)U(z,y, 2 Z Un(y) exp( nd—ﬂx) (4.14)

n=—oo x

entwickelt werden. Oder anders ausgedriickt, die Feldkomponenten sind pseudoperiodische Funk-
tionen von z

U(z,y,z Z Un(y) exp(ianx + iv02) (4.15)
mit 9
an = ag + nd—” . (4.16)
Einsetzen von Gl. (4.15) in die Helmholtzgleichung (2.15) liefert
d2
( o2 ) Uals) =0 (417)
mit
= k:2 a2 -2 = 2k0 —a? -2 (4.18)

und j = ¢, s als Index fiir Cover bzw. Substrat und n; dem in Gl. (2.21) definierten Brechungs-
index.
Die allgemeine Losung von Gl. (4.17) lautet

Un(y) = a9 exp(—iBjny) + b exp(iB;ny) (4.19)

mit den unbekannten Konstanten a$’ und b%’. Somit folgt aus GI. (4.15) mit Gl. (4.19) fiir die
Felder in Cover und Substrat die als Rayleigh- Entwicklung bekannte Darstellungsform

o0

U (2,y,2) = Z a9 expionz —iBj.ny +iv0z) + Z b exp (i +i6jny +iv02) (4.20)

n=—oo n=—oo

Die Entwicklungskoeffizienten in Gl. (4.20) werden deshalb auch Rayleigh-Koeffizienten ge-
nannt. Der erste Teil von Gl. (4.20) ist mit in negative y—Achsenrichtung propagierenden oder
evaneszenten Wellen verkniipft, wihrend der zweite Teil in positive y—Achsenrichtung propa-
gierende oder evaneszente Wellen beschreibt.

Die Feldkomponenten im Cover lassen sich somit als Superposition einer einfallenden ebenen

(c)

Welle und reflektierten ebenen Wellen mit den unbekannten Amplituden by, also als

o)
U (z,y,2) = a(()c) exp(iagr — iBoy + iv02) + Z b expionz + iBrny +i0z)  (4.21)
n=—oo
schreiben. Die Koeffizienten a((]c) der einzelnen Feldkomponenten sind dabei durch Gln. (4.10—
4.12) und Gl. (4.13) gegeben. Nach Gl. (4.18) handelt es sich bei a2 +~2 > n2k2 um evaneszente
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Beugungsordnungen, da 5, in Gl. (4.21) rein imaginér ist.
Im Substrat ist das Feld als Summe der transmittierten Wellen
oo

U, y,2) = Y al? explionz — iy ny + iv02) (4.22)

n=—oo

darzustellen. Bei a2 +~2 > n2k2 handelt es sich um evaneszente Beugungsordnungen.

Die Wellenvektoren der reflektierten Beugungsordnungen k,.,, = (u,, Brn,70) und der transmit-
tierten Beugungsordnungen k;, = (o, Btn,Y0) sind somit durch Gl. (4.16), (4.18) und (4.9)
festgelegt.

Bei einem anisotropen Substrat wird f(w, o, Brn,70) = 0, durch Gl. (2.37) verlangt. Es han-
delt sich fiir jedes Paar (o, 70) um ein Polynom 4. Ordnung in ;. Zwei Losungen sind dabei
mit ebenen Wellen verbunden, die Energie in negative y-Achsenrichtung transportieren oder
evaneszent sind. Bei ihnen handelt es sich also um die transmittierten Beugungsordnungen. Die
Behandlung eines anisotropen Substrats erfolgt detailliert in Abschnitt 5.3.

Propagation im modulierten Bereich

Im modulierten Bereich (0 <y < a) miissen Gln. (4.1) erfiillt werden. Aus dem gleichen Grund
wie bei der Rayleigh-Entwicklung handelt es sich bei den Feldkomponenten um pseudoperiodi-
sche Funktionen von z |1, 10|, welche in der Form von GI. (4.15) dargestellt werden konnen.
Beriicksichtigt man nur eine endliche Zahl von Fouriermoden lassen sich die Felder also durch

N
Ulz,y,z) ~ Z Un(y) exp(ionx + iv0z) (4.23)
n=—N

mit oy, aus Gl. (4.16) anndhern, wobei U fiir alle in Gln. (4.1) vorkommenden Feldkomponenten
steht und die Zahl N die Anzahl der beriicksichtigten Fourierkoeffizienten beschriankt.

Durch Einfiihren von Vektoren [U] € CK mit den K = 2N + 1 Fourierkoeffizienten als Kompo-
nenten in der Form

V) = (U_ntw) .. Uolw) ... Un(a)) (4.24)

werden Gln. (4.1) aufgrund der Linearitét der Differentiation zu Gln. (4.2).

Wie man an Gl. (4.23) sieht, wird die Differentiation nach = im Fourierraum zu einer Multipli-
kation von U,, mit ia,,, analog eine Differentiation nach z zu einer Multiplikation mit ivg.
Gln. (4.2) werden damit fiir ein Liniengitter zu

8([952] — iy [By] = iw [By] , 853’2] — i [Hy] = —iw [Dy,] ,

i [Ey) —ia [E] = iw[By] , ivo [Hy) — i [H,] = —iw [Dy] , (4.25)
. 9] _ . ‘ O[Ha] _

io [Ey] — oy iw[B.] , o [Hy| — oy —iw [D,]

mit der Diagonalmatrix o mit den Diagonalelementen «,, aus Gl. (4.16).

Bei Gln. (4.25) handelt es sich um ein gewohnliches lineares Differentialgleichungssystem
1. Ordnung. Zu seiner Losung miissen die Materialgleichungen (2.8) und (2.9) ebenfalls im
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reduzierten Fourierraum ausgedriickt werden.
Im Ortsraum sind diese durch

D, €22(T,Y)  Eay(,Y)  €22(7,Y) E,
Dy | =1 eplzy) eyl@y) ey(z,y) Ey (4.26)
D, €22(7,Y) Exy(T,y) €22(z,Y) E,

und
B, Nxx(xay) sz(x7y) Mzz(xay) H,
B, = My:r(l‘»y) Myy(l‘»@/) MyZ(l"y) H, (4.27)
Bz sz(xvy) sz(xvy) Mzz(xvy) Hz

gegeben.

Bei den Elementen €;; und p;; handelt es sich um periodische Funktionen in . Da an Grenz-
flichen zwischen zwei Materialien €;;, p;;, sowie die z- und y-Komponenten von E und H im
Allgemeinen unstetig sind, handelt es sich bei ihren Produkten im Allgemeinen um Produkte
vom Typ 3 in Li’s Klassifizierung [19].

Das Vorgehen, um Gln. (4.26) und (4.27) ohne das Auftreten von Produkten unstetiger Funktio-
nen vom Typ 3 zu formulieren, soll nun anhand von Gl. (4.26) dargestellt werden. Das Vorgehen
bei Gl. (4.27) ist vollig analog.

Nach Abschnitt 2 handelt es sich an Grenzflichen zweier Materialien bei der Tangentialkompo-
nente von E und der Normalkomponente von D um stetige Felder. Fiihrt man an den Grenz-
flichen einen Normalenvektor n = (ng,ny,0), sowie die Tangentialvektoren t; = (ny, —ng, 0)
und t2 = (0,0,1) ein (sieche Abb. 4.2), sind die Betrége dieser Feldkomponenten gegeben durch

E, =tIE, (4.28)
D, =nTD =n’¢E, (4.29)
E,=tlE=F,, (4.30)

oder in Matrixschreibweise unter Beriicksichtigung der Definition des Normalenvektors bzw. der
Tangentialvektoren

Ey, Ny —Ng 0 E,
Dy, | = | nater +NyEye Mafry + NyEyy Na€arz + NyEyz E, . (4.31)
E., 0 0 1 E,

Durch Definition kann Gl. (4.31) abgekiirzt als
f&) = A E (4.32)

geschrieben werden, wobei die Definition von £(¢), A©™ durch Vergleich mit Gl. (4.31) deutlich
wird.

Um die Giiltigkeit von Gl. (4.32) auf den Bereich abseits der Grenzflichen zu erweitern, miissen
die Vektoren n, t; und ts im ganzen Raum definiert werden. Dabei ist zu beachten, dass diese

stetig im Bereich der Grenzflichen sind und es sich stets um Einheitsvektoren handelt [1].
Multiplikation von GI. (4.32) mit A(®) gibt

E = A©f©) (4.33)
oder ausgeschrieben
E @ @ e E
x 1l z2 3 1
E, | = aéel) a?(;) aé? D, (4.34)
E. 0 0 1 Et,
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mit®

e e nz e n

ail) = @(nxew + nyeyy) aiZ) = @ , aig) = f(e) (Ne€rz + NyEyz)
e 1 e n e n

T TN B T T T

und .
5(6) = det(A(e) ) = 5:m:n§: + (Emy + Eym)nxny + gyyn?/ ’

Aus Gl. (4.33) folgt

D =¢E = cAf(©) = BOf() (4.35)
oder ausgeschrieben
D, b b9 69\ [ By
Dy | =] 89 by o D, (4.36)
D)\l 4l oy ) \

mit den Komponenten bl(;) der Matrix B(®) = ¢A(®) die sich ergeben zu

b, = eixag(;) + el-yagz) (4.37)
bis = £icaly + Eiyaiy + iz (4.38)

mit 7 = x,y,z und k = 1,2 [40].

Da es sich bei den Komponenten von £(®) um stetige Funktionen handelt, sind alle Produkte
in Gl. (4.34) und GI. (4.36) vom Typ 1 und konnen deshalb im reduzierten Fourierraum durch
die Laurent Regel (3.4) dargestellt werden. Aus ihnen erhédlt man somit die Materialgleichung
(4.26) im reduzierten Fourierraum

(D.] Q¥ Q) QY IE,]
D) | =1 Q% Q) Qi [Ey] ] - (4.39)
[D:] ¥ QY Q¥ [E:]

Diese kann kompakt in der Form
D] = Q" [E] (4.40)

geschrieben werden. Der Vektor [U] € C3K ist somit aus den Vektoren [U,], [U,] und [U,]
zusammengesetzt.
Die Matrix Q(®) ist nach GI. (4.34) und Gl. (4.36) gegeben durch

-1

Wu ub@u Wu [m [m [[a;?,]]
Q¥ = ub ]] ubyzu [[b ]] 9] 9] 9] | - (4.41)
[[b ]] [[bz2]] [[bz?;]] 0 0 I

Um GI. (4.27) im reduzierten Fourierraum ebenfalls in der Form

[B] = Q" [H] (4.42)

’Die Elemente von A(®) ergeben sich durch Inversion von A® ™ in GL (4.31). Das Ergebnis ist u.a. zu finden
in [1, 39, 40, 41].
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zu erhalten, ist das Vorgehen vollig analog. Durch Einfithren der kontinuierlichen Funktionen
Hy,, B, und Hy, erhiilt man analoge Gleichungen zu Gln. (4.28-4.41) mit folgenden Anderun-
gen: € —» u, ¥ — H, D — B und Index e — h.

Die Materialgleichungen der Form (4.40) und (4.42) konnen nun in Gln. (4.25) eingesetzt
werden.
Beachtet man, dass sich aus ihnen

B, =Q%) " (D)) - QY [E.] - Q2 [E:]) , (4.43)
und
m,) = Qg (1B, - Q) (1] - QY (1] (4.44)

ergibt, und die Groen [D,] und [B,] in GIn. (4.25) in Abhéngigkeit von 2- und z-Feldkomponenten
gegeben sind, konnen die y-Feldkomponenten in Gln. (4.25) eliminiert werden.
Es ergibt sich folgendes System von Differentialgleichungen

[E.] M Mz Miz My [E]
d | [E] | _ ;| M2 Mz Mag Moy [E] (4.45)
dy | [H.] Mz, Ms; Mszz My [H] '
[H.] My My Myz My [H]

mit den Submatrizen der Matrix M(y) durch
My = —aQff) Q;x QMWQ 0,
M = —aQ{) Q¥ +QUQW) " a,
Mis = ——aQl) 0 +0QNQY Q) —wal,
M = aQf) o +wQU)Q QM - vl
My = 0" @l + Q) .
My, = —WOQZ(,Z)AQ;Z QlQ” ‘a,
My = - Q) 70 - wQ%Ql) Qfl) +wQl?.
Mo = 2Qff) "o —wQl)Qf) QY +wQl,
My = -wQUQf) QY +wQE + —aQll) . (4.46)
M, = —wQQ?Q(z)”Q;? +0Q — ZaQl) o,
= -QYQY ' —aQl) QY
My, = QSJQ&)‘ —aQ{ QY
=»QQf) QlY - v + Q) .
M.z = wQ)Qf;) Q)Y —wQl - Q) .,
Mus = Q)QY) 70— Q) Q;;,
My = -Q)Q) a— Q) QP
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Diese Gleichung kann abgekiirzt als

() = M)E) (4.47)
y

geschriebenen werden. Der Vektor f(y) € C*¥ ist somit aus den y-abhingigen Fourierkoeffizen-
ten [E], [E.], [Hz] und [H,] zusammengesetzt.

Bei Gl. (4.47) bzw. (4.45) mit Gln. (4.46) handelt es sich um die allgemeinste Formulierung der
Differentiellen Methode fiir ein Liniengitter. Werden Q(®) und Q™ in der Form von (4.41) bei
der Auswertung von Gl. (4.47) verwendet, wird die Propagation fiir Liniengitter aus anisotropen
Materialien beschrieben.

Das gesamte Beugungsproblem besteht somit darin, Gl. (4.47) unter Beachtung der Randbe-
dingungen an Ober- und Unterseite des modulierten Bereichs zu l6sen. Bevor jedoch weitere
Betrachtungen zur Losung des Problems in Abschnitt 5 angestellt werden, sollen noch eini-
ge Anmerkungen gemacht und Spezialfille betrachtet werden. Der Spezialfall eines anisotropen
Substrats sowie die Berechnung von Nahfeldern werden in den Abschnitten 5.3 und 7 behandelt.

4.2.2 Aufstellen des Normalenvektorfeldes

Wie oben im Text erwidhnt, muss ein Normalenvektor im gesamten modulierten Bereich defi-
niert werden, nicht nur an den Grenzflichen zweier Medien. Ist im Bereich y; <y < y;41 die
Grenzflidche zweier Medien durch eine Funktion g(x) vorgegeben, kann in diesem ein Norma-

lenvektor 4

—-22.1,0

n— 519 (4.48)
d

1+ (52)?
definiert werden |1, 44]. Die Komponenten des Normalenvektors sind dabei insbesondere kei-
ne Funktionen von y. Besonders im Fall isotroper Medien miissen deshalb in diesem Bereich
die Normalenvektor-Toeplitzmatrizen der Matrix Q(®) in Gl. (4.57) nur einmal bestimmt wer-
den. Ist ein Aufstellen eines Normalenvektorfeldes auf diese Weise nicht moglich, kann nume-

risch ein moglichst glattes Feld generiert werden. Mogliche Vorgehensweisen dafiir sind in Ref.
[45, 46, 47, 48, 49] beschrieben.

4.2.3 Nichtmagnetische Materialien

Wenn p Diagonalform besitzt, mit konstantem p;; fiir konstantes y, fallt in Gln. (4.46) fast die
Hilfte der Terme weg, denn es gilt

m _ ) 0 i#]
Qi _{ pil 0= j (4.49)

Darunter fillt vor allem der Spezialfall nichtmagnetischer Materialien mit u = pol. Dieser Fall
ist besonders bei optischen Frequenzen von besonderer Bedeutung, da nahezu alle natiirlichen
Materialien in diesem Frequenzbereich als nichtmagnetisch anzusehen sind [32, 9].
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4.2.4 Isotrope Materialien

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, welche Anderungen sich ergeben, wenn lediglich iso-
trope Materialien betrachtet werden. Da in der Regel alle Materialien bei optischen Frequenzen
als nichtmagnetisch betrachtet werden kénnen, wird diese Eigenschaft in diesem Abschnitt fiir
alle Materialien angenommen. Eine Erweiterung auf magnetische Materialien ist aufgrund der
Symmetrie der Gleichungen jedoch ohne Probleme durchzufiihren.
Wihrend somit nach Abschnitt 4.2.3 Q) = poI ist und fast die Hilfte der Terme in Gln. (4.46)
wegféllt, muss nun lediglich noch die Matrix Q© fiir den Fall isotroper Materialien ermittelt
werden. Diese kann als Spezialfall von Gl. (4.41) betrachtet werden [1, 39]. Sie kann jedoch auch
leicht unter Beachtung von Li’s Regeln der Fourier-Faktorisierung hergeleitet werden. Nach Gl.
(2.8) gilt bei konstantem y

D =¢E =¢E; +¢E, (4.50)

mit € = ¢(z) als skalarer Funktion von z. Die elektrische Feldstirke E wurde dabei in eine
Tagential- und eine Normalkomponente aufgeteilt. Diese sind mit dem Normalenvektor aus
Abb. 4.2 gegeben durch

E; = (I-nn")E, (4.51)
E,=nn’E. (4.52)

Wie oben im Text beschrieben, wird das Normalenvektorfeld im ganzen Raum definiert und
ist zumindest an den Grenzflichen zweier Materialien stetig. Bei der Tagentialkomponente E;
handelt es sich nach Abschnitt 2 um eine an den Grenzflichen stetige Funktion. Beim ersten
Teil in Gl. (4.50) handelt es sich somit um ein Produkt vom Typ 1. Der zweite Teil stellt
die Normalkomponente der elektrischen Verschiebungsdichte D,, dar, welche nach Abschnitt
2 stetig an Grenzflichen ist. Es handelt sich also um ein stetiges Produkt zweier unstetiger
Funktionen, d.h. ein Typ 2 Produkt, weshalb die Inversen-Regel zur Fourier-Faktorisierung
verwendet werden sollte. Aus Gl. (4.50) wird damit

Dl = [+ [] 7 [E] (4.5

mit
(B = (1] ~ [an]) (B (4.54)
[B] = [un”] (B (4.55)

Einsetzen von Gl. (4.54) und (4.55) in (4.53) liefert
D] = Q" [E] (4.56)
mit der gesuchten Matrix Q(¢), die ausgeschrieben die Form

[ellni] + [1/e] ' In2) - —([e] — [1/e)Hnany] O
QYW= | ([l - 11/e]l Dlnany]  [El[n2] +[1/e] 'ng] O (4.57)
0 0 [€]
hat [1, 39]. Dabei wurde ausgenutzt, dass n2 + ng =1 gilt [1].
Die Matrix M(y) ist durch Gln. (4.46) gegeben und die Matrizen Qz(;) sind durch GI. (4.57)
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festgelegt. Aufgrund von Q;(fz) =0= Qg(fz) = 2?2 = ng) ist M1o = 0 = Mgy = M3z = May.
Es ergibt sich somit
Mi; 0 Mz My
| Moy 0 My My
M) = | v My 0 0 (4.58)
My My Myz My

-1 -1
M = —aQf) Q) M3 = —%aQéey) :

yx
1 -1 -1
My = ;OZQ;Z) o —wpol, M1 = —0Qf) QLY.
2 .
Moys = —%Qé? +wpol, Myy = %QZ(,Z) a,
2
« [0
M, = 2% Ms, = wQl) — —,
WHo WHo
)
_ -1 0 o«
My =w (Q;(UZ)Q&Z) Q) - QQ) + wTLoI’ Mo = "o
—1 —1
M 0040 M~ -QYQ) "o,

Wenn zusétzlich der Azimuthwinkel ) = 0° ist, und damit nach Gl. (4.9) 70 = 0, ist zusatzlich
M13 =0 = M21 = M24 = M31 = M42 = M43 und GI. (4.47) mit M(y) nach GI. (458)
entkoppelt in zwei Teilsysteme fiir TE- und TM-Polarisation [1, 39, 41].

4.2.5 Konstante Koeffizienten und RCWA

Ist in einem Bereich die Permittivitit € keine Funktion von y, ist ein Normalenvektor in diesem
durch n = (1,0,0) gegeben. Alle Grenzflichen zwischen Materialien sind damit parallel zur
zy-Ebene. Damit sind in diesem Bereich die Matrizen Q® und M konstant. Weiterhin werden
alle Materialien als nichtmagnetisch betrachtet, so dass Gl. (4.49) gilt. Gl. (4.47) hat damit in
diesem Bereich konstante Koeffizienten.

Um die konstante Matrix M zu bestimmen, muss somit noch die konstante Matrix Q® ermit-
telt werden.

Anisotrope Materialien
Es ergibt sich nach Ref. [50] ohne Herleitung

(e) (e)

a

©

T Ty xz
Q9= af) Q) qQf (159

(e) ng;) (e)

zx
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mit

_ o —1 _ R i _ _ _
Qe = L Q) — [[Zu= 1 oyl 4 [[EzeCyy — Cyafay
TT T ) vy )
LExx LEpg d LExg LExq - L Exx
(e) _ L p-tres (e) _ [Eyz | [ L p-1r€e:] [Exax€yz — Eyxfaz ]
Qxy I > Qyz — | — - + 5
Exx Exx LEpg L LEgg | LEpq - L Exx
(e) _ T 1 - 1rea: (e) _ 2 [Exy ] [Exa€zy — Eza€ay]
sz - ’ sz - + 3
LExq - Exx LEpg L LEgg | LE g - L Exx .
(e) _ [€yz] Lyt (e) _ €z=7 T L 1-1rea:] [Exax€rz — Ezx€az]
Qyw - ’ sz - + )
LEpg L Leng LEpg L LEgg | LE g - L Exx e
Q) = [z ] [{ 1 ﬂfl
zx .
LExg L LEny

Alternativ kann auch Gl. (4.41) zur Bestimmung von Q¢ verwendet werden. Die hier angege-
bene Variante erfordert jedoch weniger Rechenoperationen.

Isotrope Materialien

Nach Abschnitt 2 handelt es sich bei E, und E, um stetige Feldkomponenten, wihrend F,
unstetig ist. Das Produkt ¢FE, = D, ist jedoch eine stetige Funktion. Bei den Produkten
[D;] = [eE;] handelt es sich damit fiir ¢ = y,z um Typ 1 Produkte und ¢ = z um ein Typ 2
Produkt und die Inversen-Regel sollte verwendet werden. Die Matrix Q(©) ist somit durch

[1/e]7* 0 o
0

[e] o (4.60)
0 0 [e]

Q(@) _

gegeben. Gl. (4.60) kann auch als Spezialfall von Gl. (4.59) angesehen werden, mit £;; = € und
eij = 0,7 # j. Ebenso handelt es sich um den Spezialfall von Gl. (4.57) mit n, = 1 und ny, = 0.

Modale Darstellungsform

Die Eintrége der konstanten Matrix M finden sich dann in beiden Féllen mit den oben aufge-
fithrten Matrizen Q(¢) und Q™ aus Gl. (4.49) durch Gln. (4.46). Das gewdhnliche Differential-
gleichungssystem hat konstante Koeffizienten und kann, unter der Annahme, dass M diagona-
lisierbar ist, durch Bestimmen der Eigenwerte und -vektoren von M gelost werden.

Handelt es sich bei dem Bereich speziell um den gesamten modulierten Bereich [0, a] ergibt sich

f(y) = exp(iMy)f(0) = W exp(iAy)W1£(0). (4.61)

Dabei hat die Matrix W die Eigenvektoren von M als Spalten und exp(iAy) ist eine Diago-
nalmatrix mit den Elementen exp(i\,y), wobei es sich bei A, um den m-ten Eigenwert von
M, zugehérig zur m-ten Spalte von W, handelt. Das gesamte Ubertragungsverhalten des mo-
dulierten Bereichs ist somit durch T = W exp(iAa)W ™! gegeben.

Beliebige Profilformen konnen durch ein stufenférmiges Profil so angendhert werden, dass in
den einzelnen Teilbereichen y; <y < y; 41 die Matrix M konstant ist. Es ergibt sich

f(y) = exp(iM;(y — ;) - - - exp(iMzaz) exp(iMia1)f(0) (4.62)
=W exp(iA;(y — yj))W(jr1 o W® exp(iAgaz)W(Z)AW(l) eXp(iAlal)W(l)ilf(O) .
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Die Grofe a; = y;j41 — y; stellt die Linge des j-ten Teilintervalls dar. Innerhalb eines jeden
Teilintervalls wird somit das Problem durch Losen eines Eigenwertproblems dargestellt. Durch
Anwenden von Gl (4.62) kann somit das Ubertragungsverhalten des gesamten modulierten
Bereichs ohne numerische Integration ermittelt werden. Da es jedoch im Allgemeinen zu nume-
rische Problemen aufgrund von exponentiell wachsenden Termen kommt, die mit Eigenwerten
mit negativem Imaginérteil verbunden sind, muss zur Losung ebenfalls eine Variante des S-
Matrix Algorithmus verwendet werden [17, 18, 26, 27|. Dieses wird detaillierter in Abschnitt 5
erlautert.

Wird GI. (4.47) ohne numerische Integration geldst, wird das Verfahren auch rigorous-coupled
wave analysis (RCWA) oder Fourier modal method (FMM) genannt. Eine gute Konvergenz der
Ergebnisse bei einer stufenférmigen Approximation glatter Grenzflichen ist jedoch aufgrund
von Felderhchungen des elektrischen Feldes an den Ecken metallischer Strukturen nicht immer
gegeben und wird in Ref. [29] anhand eines sinusférmigen Aluminiumgitters als Beispiel unter-
sucht. Dieses Beispiel wird ebenfalls in Abschnitt 8.1.1 betrachtet.

4.3 Kreuzgitter

Die Behandlung von Kreuzgittern erfolgt im Wesentlichen vollig analog zu der von Liniengit-
tern. Aus diesem Grund wird die Behandlung von Kreuzgittern in diesem Abschnitt nicht so
detailliert wie fiir Liniengitter ausgefiihrt. Es sollen viel mehr lediglich die Unterschiede heraus-
gestellt werden. Die Betrachtungen folgen der Darstellung in Abschnitt 4.2 fiir Liniengitter.
Obwohl die Formulierung fiir Liniengitter ohne grofe Probleme auf Kreuzgitter erweitert wer-
den kann, ist die Behandlung von Kreuzgittern auch heute noch mit grofsen Schwierigkeiten
verbunden [51]|. Der Grund ist der stark erhohte Rechenzeit- und Speicherbedarf im Vergleich
zu Liniengittern. Dies gilt in verstirktem Mafe fiir Kreuzgitter aus anisotropen Materialien
[51]. Der hohe Speicherbedarf beschriankt die maximale Anzahl der beriicksichtigten Fourier-
moden, so dass moglicherweise kein konvergiertes Ergebnis zu erhalten ist. Eine Behandlung
von Kreuzgittern aus stark metallischen Materialien ist daher im Allgemeinen problematisch.
Der hohe Rechenzeitbedarf bei einer groffen Anzahl beriicksichtigter Moden begrenzt die prak-
tische Anwendbarkeit der Methode zum Losen realer Probleme, da dort meist viele Rechnungen
durchgefiihrt werden miissen.

4.3.1 Kreuzgitter aus anisotropen Materialien

Die Geometrie des Problems fiir Kreuzgitter ist in Abb. 4.3 dargestellt. Die Beleuchtung erfolgt
wiederum aus dem Cover (y > a) durch eine ebene monochromatische Welle mit Wellenvektor
k; = (o, — B0, Y0), dessen Komponenten durch Gln. (4.7-4.9) gegeben sind. Die Amplituden der
Feldkomponenten der einfallenden Welle sind durch Gln. (4.10-4.12) und GI. (4.13) festgelegt.
Das Substrat (y < 0) wird vorlaufig als isotrop angenommen. Eine Behandlung des anisotropen
Falls findet in Abschnitt 5.3 statt.

Rayleigh-Entwicklung in Cover und Substrat

Die Felder im isotropen homogenen Bereich des Covers und Substrats miissen die Helmholtz-
gleichung (2.15) erfiillen. Aufgrund der Geometrie des Gitters sind alle Feldkomponenten pseu-
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Abb. 4.3: Geometrie eines Kreuzgitters. Dargestellt ist ein klassisches Relief-Beugungsgitter.

doperiodische Funktionen von x und z und lassen sich durch

[e.e] [ee]

(z,y,2 Z Z Unm () exp(ianx + imz) (4.63)
n=-—00 M=—00
mit
2

an = ap+n—, (4.64)

dy

2m
Ym =0 + M- (4.65)

z

darstellen. Die Grofen d, und d, sind dabei die Gitterperioden in x- bzw. z-Achsenrichtung.
Einsetzen von Gl. (4.63) in die Helmholtzgleichung (2.15) fithrt, wie im Fall eines Liniengitters,
zur Rayleigh-Entwicklung. Fiir den Bereich des Covers (y>a) ergibt sich

U (z,y,z) :a(()c) exp(iopx —ifBoy+ivoz)+ Z Z b expicn+iBrnmy+ivmz) (4.66)

n=—0o0 Mm=—00

mit

Brm = \/n2kE — 02 — 2, (4.67)
und den unbekannten Rayleigh-Koeffizienten bq(fgl, die die Amplituden reflektierter ebener Wel-
len beschreiben. Fiir a2 + ~2, > n2k3 handelt es sich um evaneszente Beugungsordnungen.

Im Substrat (y < 0) lautet die Rayleigh-Entwicklung

U(S (z,y,z Z Z eXp i — 1B pm¥y + iYm?2) (4.68)

n=—00 M=—00
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mit

Bronm = \/n2hE — a2 — 2, (4.69)
(s)

und den Rayleigh-Koeffizienten ap,y,, die Amplituden von transmittierten Wellen darstellen. Fiir
a2 +~2, > n2k2 handelt es sich um evaneszente Ordnungen.

Propagation im modulierten Bereich

Im modulierten Bereich (0 < y < a) miissen die Feldkomponenten die Maxwellgleichungen (4.1)
mit den Materialgleichungen (2.8) und (2.9) erfiillen. Die Feldkomponenten, die pseudoperiodi-
sche Funktionen von x und z sind, lassen sich mit einer endlichen Anzahl von Fouriermoden
durch

(x,y, 2 Z Z Unm(y) exp(ionx + iym 2) (4.70)
— Nz m=—N,
anndhern. Die Zahlen N, und N, beschrénken die bei der Rechnung beriicksichtigte Anzahl von
Moden. Wie bei Liniengittern werden Vektoren [U] € CK| mit den K = (2N, + 1)(2N, + 1)
Fourierkoeffizienten der Feldkomponenten, eingefiihrt. Die Darstellung der Fourierkoeffizienten
Unm(y) in Spaltenvektoren geschieht durch geeignete Bijektionen [1]. Eine einfache Moglichkeit
ist das zweidimensionale Array U,,, zeilenweise in der Form

T
[U] == <U(7NI,7NZ) U(*Nz,*Nz*Fl) [P U(*NzyNz) U(*NI+1,7NZ) o o U(NmNz)) (471)

in Vektoren [U] zu schreiben. Einsetzen von Gl. (4.70) mit Gl. (4.71) in Gl. (4.1) fithrt zu ei-
nem Differentialgleichungssystem der Fourierkoeffizienten, welches formal Gln. (4.25) entspricht,
wenn die Grofe g durch eine Diagonalmatrix v ersetzt wird. Die Diagonalmatrizen o und ~y
sind in diesem Fall durch

a=diag(a_N,, .-, O_N,, - QN .-, N,) (4.72)
2N+ T
und
v =diag(y-Nn.s-- - INL, oo S Y=Nay -5 INL) (4.73)
gegeben.

Wiederum miissen die Materialgleichungen (2.8) und (2.9) bei konstantem y im reduzierten
Fourierraum formuliert werden. Ebenfalls wird hier lediglich die Formulierung von GI. (2.8) im
reduzierten Fourierraum betrachtet, da das Vorgehen bei Gl. (2.9) analog erfolgt. Wie bei Lini-
engittern werden dazu die an den Grenzflichen zweier Materialien stetigen Felder E; , D, und
E,, eingefiihrt. Die Betrédge dieser Feldkomponenten sind durch Projektionen auf die Vektoren
t1, n und to in Gln. (4.28-4.30) gegeben. Normalen- und Tangentialvektor sind wiederum im
gesamten modulierten Bereich definiert und damit in der hier betrachteten zz-Ebene. Sie sind
stetig an den Grenzflichen der Materialien. Damit ergibt aus sich Gln. (4.28-4.30) in Matrix-
schreibweise

Et1 t17;v ZL/l,y tl,z Ea:
D, | = (n'e), (nTe)y (n'e), E, (4.74)
Et2 tZ,x t2,y 752,,2 E.
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Diese Gleichung kann kompakt in der Form von Gl. (4.32) geschrieben werden. Dies fithrt zu
Gl. (4.33), E = A®f(©) welche ausgeschrieben die Form

E, aff ) )\ [ B,
B, | = a9 aff oy D, (4.75)
)\ o) W)\
hat. Die Elemente a;; sind dabei durch
@ _ 1 7 () _ Ma (e) Lovom
Q.1 :@[(n E)th}xﬂ Qyo :@7 A3 :_f(e) [(1’1 E)th}x’
e) 1 ey N e) 1
aq(ﬂ T @ [(nTé‘) X tQ]y ; aég = ng), a§/3 =@ [(nTe) X t1]y ,
€ _ L por (€) _ Mz @_ _ L o 7
ay = @ [(n"e) x ta] _, ayy = ok ayq = @ [(n"e) x t1],

gegeben |1, 39]. Die Grofe £(¢) ist dabei wiederum die Determinante der Inversen von A(®), Es
gilt £©) =nTen [1, 39].

Aus GI. (4.35), welche ausgeschrieben die Form von Gl. (4.36) annimmt, folgt, dass die Elemente
von B(®) = ¢A(®) gegeben sind durch

bij = Eixlaj + Eiyay; + €iz0zj (4.76)

mit ¢ =xz,y,zund 7 =1,2,3.
Aus Gl. (4.75) und (4.36) folgt mit demselben Argument wie bei Liniengittern

D] = [BY][A®] ' [E] = Q) [E] (4.77)
mit
6] ub u [[b”n ua”]] [[ae)]] na ’]1
Q) = [[b(e)]] nby2ﬂ [[b u [[a { ﬂayz]l ﬂayg]] - (4.78)
Hbz ]] [[bZQ]] [[bz ]] [[azl]] [[az2]] [[CLZS]]

Die Block-Toeplitzmatrizen [f] stellen dabei eine Variante der endlichen Laurent-Regel fiir die
zweidimensionale Faltung dar. Es ist

— N m=—N.,

Dies kann in Matrixform als
[A] = [f11g] (4.80)

geschrieben werden. Durch die Definition der Vektoren [h], [¢g] in Gl. (4.71) sind die Eintrige
der Matrix [f] bestimmt.
Um die GI.

B] = Q™ [H] (451)

zu erhalten, ist das Vorgehen wiederum vollig analog. Durch Einfiihren der kontinuierlichen
Funktionen H;,, B;,, und Hy, erhdlt man analoge Gleichungen zu Gln. (4.74-4.78) mit folgen-
den Anderungen: ¢ — p, E — H, D — B und Index e — h.
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Die Materialgleichungen aus Gl. (4.77) und (4.81) konnen nun verwendet werden, um das
System gewohnlicher linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung der Form von GI. (4.45) her-
zuleiten. Das Vorgehen entspricht dem bei Liniengittern. Es werden wiederum mittels Gl. (4.43)
und (4.44) die y-Komponenten der Felder eliminiert. Die Submatrizen von M in Gl. (4.45) ent-
sprechen formal Gln. (4.46), wenn 7o durch die Diagonalmatrix ~y ersetzt wird. Man erhélt somit
wiederum ein System von Differentialgleichungen der Form

ddyf(y) — IM(y)f(y). (4.82)

wobei M(y) € CHX4K mijt K = (2N, + 1)(2N, + 1) ist.

Die Gleichungen fiir Kreuzgitter haben somit formal dieselbe Form wie die Gleichungen fiir
Liniengitter. Aus diesem Grund werden in spiteren Abschnitten aus Ubersichtsgriinden stets
Liniengitter betrachtet. Eine Betrachtung von Kreuzgittern erfolgt jedoch vollig analog.

Die Losung des erhaltenen Differentialgleichungssystems mit Randwertbedingungen wird in
Abschnitt 5 ndher erldutert. Wie bei der Behandlung von Liniengittern sollen an dieser Stelle
jedoch noch einige Anmerkungen gegeben und Spezialfille betrachtet werden.

4.3.2 Aufstellen des Normalenvektorfeldes

Ist im Intervall y; < y < yj;1 die Grenzfliche zweier Medien durch eine Funktion g(z, z)
gegeben, kann in diesem ein Normalenvektor

(—5% 1, -5

N oo
0 0
VIt (G024 (32

definiert werden [1|. Der Normalenvektor ist diesem Bereich ist keine Funktion von y.
Die Komponenten der Tangentialvektoren t; und to lassen sich durch die Komponenten des
Normalenvektors darstellen [1]. Wird t; in der xy-Ebene gewahlt, ergibt sich

(4.83)

Ny —Ng

Y Y
2 2 2 2
\/nx—kny \/nz+ny

2 2
—NgN, —TNyMNy ng + 1y

Y ?
2 2 2 2 2 2
\/nx+ny \/nm—i—ny \/nx—i—ny

Ist ein Aufstellen eines Normalenvektorfeldes auf diese Weise nicht moglich, kann numerisch ein
moglichst glattes Feld generiert werden. Es sei an dieser Stelle nochmals auf Ref. [45, 46, 47, 48,
49| verwiesen. In Ref. [48, 49| ist die Abhéngigkeit des Konvergenzverhalten der RCWA vom
verwendeten Normalenvektorfeld genauer untersucht.

t) = 0 (4.84)

und aus to = t1 X n

ty = (4.85)

4.3.3 Nichtmagnetische Materialien
Fiir nichtmagnetische Materialien gilt das in Abschnitt 4.2.3 aufgefiihrte, d.h.

m_ ) 0 i#y
Q;; _{ ol i (4.86)
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Bei der Berechnung von M(y) fillt daher nahezu die Hélfte der Terme weg.

4.3.4 Isotrope Materialien

Werden nur isotrope nichtmagnetische Materialien betrachtet, kann wie in Abschnitt 4.2.4 vor-
gegangen werden. Aus Gl. (4.50) mit ¢ = e(x, z) und dem Normalenvektor n = (ng,,ny,n;)
folgt aus Gln. (4.53-4.55)

Q=[] (11~ [1] ) a1 (487
und damit ausgeschrieben [1, 39|

[el = A2l —Alneny,]  —Alngn.]
Q¥ = —Afnany] [e] - A[R2] —Alnyn.] (4.88)
—Alngn.]  —Alnyn.]  [e] - AlnZ]

. A=[]- H - (4.89)

Mit Q) aus Gl. (4.88) und Q) aus Gl. (4.86) ergibt sich die Matrix M(y) aus Gln. (4.46).
Dabei wird -y durch die Diagonalmatrix v aus Gl. (4.73) ersetzt, und « ist durch Gl. (4.72)
gegeben.

4.3.5 Konstante Koeflizienten und RCWA

Sind in einen Bereich die Permittivitdt und Permeabilitéit keine Funktionen von y handelt es
sich bei der Matrix M in diesem Bereich um eine konstante Matrix. Eine numerische Integration
von Gl. (4.82) kann, wie in Abschnitt 4.2.5 erlautert, vermieden werden, da das Differential-
gleichungssystem konstante Koeffizienten hat. Die Losung von Gl. (4.82) ist entweder durch GI.
(4.61) gegeben, oder kann durch stufenférmige Approximation des Gitters durch Gl. (4.62) er-
mittelt werden. Im Allgemeinen ist jedoch aus numerischen Griinden der S-Matrix Algorithmus
oder eine Variante davon zu verwenden. Eine Form des S-Matrix Algorithmus fiir die RCWA
wird in Abschnitt 5.2.2 beschrieben.

Anisotrope Materialien

Fiir anisotrope Materialien sind die konstanten Matrizen Q¢ und Q™ in Abschnitt 4.3.1
gegeben und miissen nur einmal bestimmt werden. Eine alternative Formulierung der RCWA fiir
Kreuzgitter aus anisotropen Materialien findet sich in Ref. [51]. Bei der dortigen Formulierung
miissen die Koordinatenachsen des Gitters nicht orthogonal sein, die Wande der Gitterstruktur
jedoch parallel zu den Ebenen der Koordinatenachsen.

Isotrope Materialien

Fiir isotrope nichtmagnetische Materialen ist die Matrix Q(®) durch Gl. (4.88) und die Matrix
Q™ durch GI. (4.86) gegeben. Das Normalenvektorfeld ist ebenso keine Funktion von y und es
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kann so gewdhlt werden, dass n, = 0 gilt. Es ergibt sich dann aus Gl. (4.88)

[e] —A[R3] 0 —Alngn.]
Q¥ = 0 l€] 0 (4.90)
—Alngn.] 0 [e] - AlnZ]

Wegen ngy) =0= g(ﬁg) = ?(fz) = (ZZ) hat die Matrix M in diesem Fall die Form [1]

0 0 Mz My
0 0 M23 Moy

M = Ms, Mo 0 0 (4.91)
mit
1 -1 1 —1
M3 = ——afe] v, My = —afe] " a—wpol,
w w
1 1 1 1
M23 = _;7[[6]] Y + WMOI, M24 = ;7[[5]] a,
2
ay 9 o
Mz = — —wA Mqo = —A -
31 Wit w [[nwnz]] ) 32 =W ([E]] [[TLZ]]) Wi )
2
My = — ~AR2T) + Mo — wA _ e
41 w ([[5]] [[nx]]) + Wi ; 42 w [[nxnzﬂ oo

In Abschnitt 5.2.2 wird gezeigt, dass sich die Eigenwerte und -vektoren der Matrix M in der
Form von Gl. (4.91) durch Losen eines Eigenwertproblems einer halb so grofen Matrix finden
lassen.

Die hier angegebene Formulierung der Matrix M fiir die RCWA entspricht der Formulierung
in Ref. [47, 49], in denen das Normalenvektorfeld zur Konvergenzverbesserung der RCWA ver-
wendet wird.
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5 Numerische Integration und S-Matrix
Algorithmus

In diesem Abschnitt soll das System gewdhnlicher linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung

der Form d

dfyf(y) = iM(y)f(y), (5.1)
wie es in den vorherigen Abschnitten 4.2 und 4.3 fiir Liniengitter und Kreuzgitter hergeleitet
wurde, unter Beachtung der Randbedingungen gelost werden. Die Propagationsmatrix M(y)
wird dabei vorldufig explizit als Funktion von y angenommen, sodass sich die Lésung des Pro-
blems nicht auf ein Eigenwertproblem zuriickfithren ldsst. Ware dies der Fall, wiirde man von
der RCWA sprechen, d.h. die Differentielle Methode im engeren Sinn ist die Losung von GI.
(5.1) mit Hilfe numerischer Integrationsverfahren [28].
Aus Ubersichtsgriinden soll vorliufig davon ausgegangen werden, dass eine numerische Integra-
tion iiber den gesamten modulierten Bereich [0, a] ohne numerische Schwierigkeiten moglich ist.

5.1 Losen des Randwertproblems und numerische
Integrationsverfahren

Da ein linearer Zusammenhang zwischen den Feldern an Ober- und Unterseite, f(a) und £(0),
besteht, kann die Losung des Problems mittels Schiefverfahren auf ein Anfangswertproblem
zuriickgefiihrt werden [1]|. Die Transfermatrix T in

f(a) = TF(0) (5.2)

kann, wenn M(y) € C**4K durch 4K Integrationen von Gl. (5.1) mit Anfangswerten f,(0) =
0p, p=1,...,4K, ermittelt werden. Die p-te Spalte von T ist damit durch f,(a) gegeben.

Da es sich bei Gl. (5.1) um ein System gewohnlicher Differentialgleichungen handelt, dessen

Anfangswerte durch das Schiefsverfahren festgelegt sind, konnen alle numerischen Integrations-
verfahren fiir eben solche Systeme angewendet werden. Ref. [52] bietet eine kompakte Ubersicht
der géngigsten Verfahren. Eine Untersuchung verschiedener Verfahren speziell bei Anwendung
fiir die Differentielle Methode findet sich in Ref. [28]. Das Hauptergebnis in Ref. [28] ist jedoch
lediglich, dass implizite gegeniiber expliziten Verfahren zu bevorzugen sind, da sie noch bei
grofen Schrittweiten numerisch stabil sind.
Das am weitesten verbreitete Verfahren ist sicherlich das explizite Runge-Kutta Verfahren
4. Ordnung, welches jedoch hier nicht aufgefithrt werden soll, da andere Verfahren sich als
geeigneter erwiesen haben |28|. Sattdessen werden lediglich das Trapezverfahren, das implizite
Mittelpunktverfahren® (IMS) und das 2-stufige implizite Runge-Kutta (IRK) Verfahren 4. Ord-
nung, welches zu den Gauss-Legendre Verfahren zahlt, an dieser Stelle ndher erldutert.

'Da die englische Bezeichnung implicit midpoint scheme lautet, wird im Weiteren auch die Abkiirzung IMS
verwendet.
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Bei Differenzmethoden zur numerischen Integration wird die Differentation durch eine endli-
che Differenz approximiert. Erst in diesem Schritt wird also die bis hierhin als kontinuierlich
betrachtete y-Koordinate in Gl. (5.1) im Ortsraum diskretisiert. Die Hauptanforderung an alle
Verfahren ist eine Konvergenz zur wahren Losung, wenn die Schrittweite der Integration gegen
Null geht [52].

Beim Trapezverfahren ergibt sich fiir Gl. (5.1) speziell

f, —f, 1
Ay

wobei M, = M(y,+pAy), £, = f(yq+pAy) und y, der Startpunkt mit dem Startwert f(y,) der
Integration ist. Als Ndherung fiir die konstante Steigung innerhalb des Schrittintervalls wird der
Mittelwert der Steigungen an den jeweiligen Stiitzstellen verwendet. Das Verfahren ist implizit,
da die rechte Seite in Gl. (5.3) von f, abhéngt. Auflésen von Gl. (5.3) nach f, ergibt

A - A
f:@_ZfMO (HW;MMOgl, (5.4)

mit u = 1, ..., L kann also die Integration von y, bis y,+ LAy ausgefiihrt werden. Eine Integrati-
on von Gl. (5.1) iiber den gesamten modulierten Bereich [0, a] wiirde also bedeuten, dass y, = 0
und LAy = a ist. Damit die Integration der 4K Vektoren f, beim Schiefiverfahren gleichzeitig
durchgefiihrt wird, ist fy = f(y,) = I zu setzen.

Das Trapezverfahren ist 2. Ordnung, d.h. der durch die Diskretisierung eingefiihrte Fehler ist
von der Form e = ¢ - (Ay)? mit der Ordnung p = 2 und einer Konstanten ¢ [52].

Eine &hnliche Approximation liefert das implizite Mittelpunktverfahren, wobei Gl. (5.4) durch

1 .
= 5 (ML, + M af ) (5.3)

iA ! iA
o (M) (1M e 6

zu ersetzen ist |28]. Das Verfahren ist ebenfalls 2. Ordnung [52].
Das 2-stufige IRK-Verfahren 4. Ordnung ist durch

A
f# = (I + ZTy (Kl + K2)> f#,1 (56)
gegeben |28, 40|, mit
Ay? -1 3-2V3
m:(m-4§mﬁ (uwafmm;>, (5.7)
3+2V3
Kg::R51<I+¢fQVhAyK4>, (5.8)
-1 ,Ay
Ri= (M, (g.a) —il (5.9)
-1 ,Ay
RQ = (M,uf(Bf\/g)/ﬁ) - ZTI . (5.10)

Bei allen drei hier aufgefithrten Verfahren handelt es sich um Einschrittverfahren, da in den
Rekursionsformeln (5.4), (5.5) bzw. (5.6) die neuen Werte f,, nur von den Werten der vorange-
gangenen Stiitzstellen f,,_; abhéngen. Die drei Verfahren sind absolut stabil, d.h. ihre Stabilitat
ist nicht von der Schrittweite Ay abhingig |52]. Trapezverfahren und IMS sind beide 2. Ord-
nung. Das IMS hat jedoch gegeniiber dem Trapezverfahren den Vorteil, dass die Matrix M(y)
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in jedem Integrationsschritt nur einmal gespeichert werden muss. Das hier angefiithrte IRK-
Verfahren ist 4. Ordnung, d.h es kann, um dieselbe Genauigkeit zu erzielen wie die anderen
Methoden, eine grofere Integrationsschrittweite verwendet werden. Dafiir steigt der Rechenauf-
wand pro Integrationsschritt, da vier Matrixinvertierungen durchgefiihrt werden miissen.

Wie in Abschnitt 4.2.1 und 4.3.1 dargestellt, lassen sich die Felder in Cover und Substrat
dagegen durch Rayleigh-Entwicklung darstellen. Die z-Komponenten der Felder sind dort, im
Falle eines Liniengitters und von isotropen Medien, nach Gl. (4.20) gegeben durch

N
Egj)(x, y,z) = Z [aggn exp(ianx — iBjny + i702) + bgjgn exp(ionx + 105,y + i’ygz)}
n=—N
(5.11)
und
H9 (z,y,2) = Z [ag’)zm exp(ianx — i0jny + i702) + bg)zn exp(ianx + 10y + i’yoz)]
n=—N
(5.12)

wobei j = ¢, s fiir Cover bzw. Substrat steht. Die Zahl N, welche die Anzahl an Rayleigh-
Koeffizienten beschréankt, entspricht aus numerischen Griinden der Zahl N in Gl. (4.23) fiir
die Fourierentwicklung der Felder im modulierten Bereich. Fallt nur eine ebene Welle aus dem

Cover auf das Gitter, ist ag,n = agpdo und a,(f)z = a,(f)z 050 fiir elektrisches und magnetisches

Feld, und b}, = b} =o.

h,z,n
Die z-Komponenten der Felder, F, und H,, lassen sich in Abhéngigkeit der z-Komponenten

darstellen?. Es ergibt sich

und 1 oF OH
HD (2,y,2) = W <—W5jayz + i a;) ) (5.14)

Wiederum steht der Index j = ¢, s fiir Cover bzw. Substrat. Daher ist k; = 27n;/Ao die Wel-
lenzahl in Cover bzw. Substrat und bei €; und p; handelt es sich um die jeweilige Permittivitét
und Permeabilitat.

Damit ergibt sich direkt aus Gln. (5.11) und (5.12) und durch Einsetzen derselben in Gln. (5.13)
und (5.14) folgender linearer Zusammenhang zwischen den Fourierkoeffizienten in f(y) und den
Rayleigh-Koeflizienten der z-Komponenten der Felder in Cover und Substrat

] P J P -7, a?;
J
E] | _f T o T 0 ay (5.15)
[H,] J, P -J, P b |7
[H.] o I o0 I L)
h

’Eine Herleitung findet sich in Ref. [1]. Die Darstellung der x- und y-Feldkomponenten in Abhingigkeit der
z-Komponenten ist zur Vollstandigkeit ebenfalls in Anhang B aufgefiihrt.
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mit

—700n
k=g
witiBin
(Je)nm = k'2 g -702 nm s (517)
—we;Bjn
In)nm = 225 Onm - 5.18
W) = 2 (515)

Der Vektor agj) hat dabei die Komponenten aéjgnexp( iBjny), enthilt also die exponentielle

Abhiéngigkeit der Rayleigh-Koeffizienten von y in Cover und Substrat. Analog sind die Kompo-
nenten von ag), b( ) und b(] ) mit der exponentiellen Abhéngigkeit von y aus Gl. (5.11) bzw.
(5.12) definiert.

Gl. (5.15) kann in verkiirzter Form als

(7) () ©)
N W W al(y)
f(y) = W) — 11 12 < . > 5.19
(y) Vvéjl) “7532) b(J)(y) ( )

geschrieben werden. Die Definition der Matrix W) und der Vektoren v(), al?) und b") wird
durch Vergleich mit Gl. (5.15) deutlich.

Aus Gl (5.2) mit (5.19) erhélt man
) = WO W) =y (5.20)

(o )= (2 =) (50 ) o

Die Matrix W " kann dabei analytisch bestimmt werden und ist durch
0 I T

oder in Blockform

-1 -1

(c)fl _ 1 Je *Je P 0 I 22

w 2 0 I -3t J'p (522)
-J;t It 0 I

gegeben [1]. Da alle invertierten Matrizen Inverse von Diagonalmatrizen sind, sind diese explizit
durch Kehrwertbildung ihrer Diagonalelemente gegeben.

In dem angenommenen Fall, dass keine ebenen Wellen aus dem Substrat einfallen, d.h. b(*) =0
ist, ergeben sich nach Gl. (5.21) die gesuchten Rayleigh-Koeffizienten in Cover und Substrat zu

a® =T tal, (5.23)
b(© = Ty T a . (5.24)
Die Matrix T1_11 wird hiufig auch als Transmissionsmatrix und die Matrix T21T1_11 als Refle-

xionsmatrix bezeichnet. Durch diese sind somit nach Gl (5.23) und GI. (5.24) die Rayleigh-
Koeffizienten der ausfallenden Beugungsordnungen fiir jedes in der Form

N

ED(z,y,2) = Y all), exp(ionz — if;ny + i702) , (5.25)
n=—N

Hél) (z,y,2) = Z a;i)zm exp(ianx — i3 ny + i702) (5.26)
n=—N
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gegebene einfallende Feld festgelegt [1]. Alle Elemente des Vektors al® konnten also von Null
verschieden sein. Fiir eine einfallende ebene Welle sind jedoch hochstens zwei Elemente von a(®)
von Null verschieden.

Wie in Abschnitt 4.2.5 aufgefiihrt, ist die Matrix T in Gl (5.20) bei der RCWA durch GI.
(4.61) oder bei Stufenapproximation der Struktur durch Gl. (4.62) ohne numerische Integration
gegeben (siehe dazu auch Abschnitt 4.2.5).

Sind die Rayleigh-Koeffizienten der z-Komponenten der Felder bekannt, ist das Beugungspro-
blem gelost und sdmtliche sonstige interessierenden Groéfen kénnen aus ihnen berechnet wer-
den. Insbesondere lassen sich im homogenen isotropen Medium von Cover und Substrat die
Rayleigh-Koeffizienten der anderen Feldkomponenten berechnen, da diese dort in Abhéngigkeit
der z-Komponenten dargestellt werden kénnen. Dies ist in Anhang B néher erldutert.

5.2 S-Matrix Algorithmus

Leider ist eine numerische Integration iiber den gesamten modulierten Bereich [0,a] in vielen
Fillen aufgrund von numerischen Instabilitdten nicht mdéglich. Diese Instabilitdten sind mit ex-
ponentiell wachsenden Termen verbunden. Die Instabilititen treten ab einer bestimmten Anzahl
beriicksichtigter Beugungsordnungen auf, bei metallischen Strukturen frither als bei dielektri-
schen [1]|. Das Auftreten von exponentiell wachsenden Termen ist vor allem in der Formulierung
der RCWA in Gl. (4.61) sichtbar, bei der die y-Abhéngigkeit der Felder im modulierten Bereich
explizit gegeben ist. Die exponentiell wachsenden Terme sind dort mit Eigenwerten mit nega-
tivem Imaginérteil verbunden. Obwohl bei der Differentiellen Methode die y-Abhéngigkeit der
Felder im Allgemeinen nicht explizit bekannt ist, ist ihr Verhalten jedoch asymptotisch dasselbe
wie bei der RCWA [17].

Um die damit verbundenen numerischen Schwierigkeiten zu beseitigen, wird hdufig der S-Matrix
Algorithmus eingesetzt. Verschiedene Varianten des S-Matrix Algorithmus und andere rekursive
Matrix Algorithmen zur Lésung des Problems finden sich in der Literatur [17, 18, 26, 27, 53, 54].
An dieser Stelle sollen lediglich Varianten des S-Matrix Algorithmus, die im Rahmen dieser Ar-
beit verwendet wurden, aufgefiihrt werden. Diese entsprechen der Darstellung in Ref. [1, 17, 18|.

5.2.1 S-Matrix Algorithmus fiir die Differentielle Methode

Als erstes soll der S-Matrix Algorithmus fiir die Differentielle Methode betrachtet werden. Wie
in Abb. 5.1 dargestellt, wird dabei das Gitter in M diinne Schichten aufgeteilt. Diese werden
im Folgenden auch als S-Matrix Schichten bezeichnet und miissen nicht zwangsweise dieselbe
Dicke besitzen.

Vorldufig soll zwischen den einzelnen Schichten eine unendlich diinne Schicht des isotropen
Mediums des Covers mit n. als Brechungsindex angenommen werden. Diese Annahme wird
lediglich zur physikalischen Anschaulichkeit benutzt und spéter fallengelassen.

Die S-Matrix der g-ten Schicht, g =1,..., M, ist durch

<b<q+1)): sl gl < bt >:S<q>< bV ) (5.27)
a® sl g@ |\ at ale+h
definiert.

Die Groken atV, b entsprechen den vorher definierten Rayleigh-Koeffizienten a(®), b(®) im
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Abb. 5.1: Aufteilen eines Intervalls, hier des gesamten modulierten Bereichs, in S-Matrix Schichten.

Substrat. Analog sind al9t!), b(¢t1) Rayleigh-Koeffizienten in der unendlich diinnen Zwischen-
schicht iiber der S-Matrix Schicht ¢, oder anders ausgedriickt, die Rayleigh-Koeffizienten im
Cover, wenn alle Schichten oberhalb der g-ten durch das Material des Covers ersetzt wiirden.
Fiir ¢ = M sind also die Rayleigh-Koeffizienten a™*1 b(M+1) jdentisch mit den oben defi-
nierten Rayleigh-Koeffizienten a(®), b(®) im Cover des tatséchlichen Problems.

Die S-Matrix S@ liefert also die ausfallenden Wellen in Cover und Substrat, wenn die einfallen-
den Wellen gegeben sind, und alle S-Matrix Schichten oberhalb der g-ten durch das Material des
Covers ersetzt werden. Aus diesem Grunde kénnen die einzelnen Bestandteile der S-Matrix S(@

physikalisch interpretiert werden. Die Matrizen Sg) und Sé%) konnen als Transmissionsmatrizen
interpretiert werden, wihrend es sich bei Sg%) und Sg{) um Reflexionsmatrizen handelt [17]. In
dieser Arbeit wird immer davon ausgegangen, dass kein einfallendes Feld im Substrat existiert
und somit b®) = b = 0 ist. Damit sind nach Gl. (5.27) lediglich die Matrizen S!% und 8%
von Interesse.

Wird nun wie in GL (5.2) eine Matrix T(9 der ¢-ten S-Matrix Schicht mittels numerischer

Integration von y, bis y411 bestimmt, sodass

£(ygr1) = TOE(y,) (5.28)

gilt, ist nach Gl. (5.19) eine Matrix T(9), die die Rayleigh-Koeffizienten bei yq und yg41 verbindet
durch

O FOWE o=
T<q>:{w i We =1 (5.29)

WO T@OWE ¢>1

gegeben. Die Matrizen W) sind in Gl. (5.15) definiert, die Matrix W)~ in Gl. (5.22). Es
folgt somit

( a((qii ) - ( Tiﬁi T%%i ) ( a((q; ) , (5.30)
b Typ Ty ) \ DY
Durch Gl. (5.27) fiir ¢ und (¢ — 1) und Gl. (5.30) kénnen die Matrizen SE?) durch die Matrizen

ngil) und T'9 ausgedriickt werden [1]. Man erhélt folgende Rekursionsformeln fiir Sg%) und

@ v
S5

Sg%) _ Sg%—l)z(q) (5.32)
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mit
_ —1
7 = (Tﬁqf + 198l ”) : (5.33)

Lediglich zur vollstdndigen Darstellung sind die Rekursionsformeln fiir qul) und Sg{) gegeben

durch

-1
S0 = (1) - sigriy) sig, e
s =i - syTs a0

Aus GL. (5.27) folgt, dass die Rekursion durch Gl. (5.31) und (5.32) mit S =0 und S =1

gestartet werden kann. Fiir die erste Schicht ergibt sich somit S%) = Téll) T§11)71 und SSQ) =

Tgll)il, wie es weiter oben im Text in Gl (5.23) und (5.24) schon fiir die Reflexions- und
Transmissionsmatrizen einer Schicht bestimmt wurde. Ist ¢ = M folgt aus Gl. (5.27)

bM+1) — gMa(M+1) (5.36)

al) = Sééw)a(MH) (5.37)

und die gesuchten Rayleigh-Koeffizienten sind wegen b(M+1) = b und a® = al®) durch
gegebene Rayleigh-Koeffizienten des einfallenden Feldes al™*1) = a(©) ausgedriickt. Die Matrix
8512\4) entspricht somit der Reflexionsmatrix des Gitters und Sggw) der Transmissionsmatrix.
Wie oben im Text erwdhnt ist die Einfiihrung unendlich diinner Schichten vom Material des
Covers lediglich zur physikalischen Deutung des Problems interessant. Wird die Matrix T
durch .
TOWE) =1
T@W =¢ WO'T@W ¢=M (5.38)
T sonst

definiert, arbeitet der S-Matrix Algorithmus direkt mit den Feldern. Diese Formulierung spart
einige Matrixmultiplikationen. Da die Matrizen W@ und W™ jedoch relativ diinn besetzt
sind, ist die Zeitersparnis bei der Rechnung gering.

Die Formulierung des S-Matrix Algorithmus durch Gl. (5.31) und (5.32) ist jedoch nur nume-
risch stabil, wenn die S-Matrix Schichten eine bestimmte Dicke nicht iiberschreiten [17]. Auf
die maximale Dicke der S-Matrix Schichten wird in Ref. [1] ndher eingegangen.

5.2.2 S-Matrix Algorithmus fiir die RCWA

Wird statt mit der Differentiellen Methode mit der RCWA gerechnet, ist die Matrix M in GI.
(5.1) entweder tiber den gesamten modulierten Bereich konstant oder das Profil wird durch ein
stufenformiges Profil angeniihert®. Dies wird in Abb. 5.2 gezeigt.

Die Felder in jedem Teilintervall mit konstantem M € C**4K kinnen, wie in Gl. (4.61), via
Diagonalisierung durch Eigenwerte und -vektoren von M ausgedriickt werden. Fiir den S-Matrix
Algorithmus ist es wichtig, die Eigenwerte in solche mit negativem und solche mit positivem
Imaginarteil zu trennen, da negative Imaginérteile der Eigenwerte mit exponentiell wachsenden
Termen verbunden sind. Eine solche Trennung ist immer moglich, da die Anzahl der Eigenwerte
mit (positivem) negativem Imaginérteil immer kleiner 2K ist. Die Diagonalmatrizen A4 mit

*Wenn es nicht sowieso stufenformig ist.
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den Eigenwerten mit (positivem) negativem Imaginérteil werden mit reellen Eigenwerten auf-
gefiillt, sodass sie 2K Diagonalelemente haben. Die Aufteilung erfolgt beliebig und hat keinerlei
numerische Konsequenzen [50].

a(MH) b(,\/H)
| NS
Vase1 M a(]q)x‘? b(M) T -
Yy '
"
4 )
e \
s 2 P a(z)\ / b? \ \
Y2 1 a0 \ / b ;
Vi 0\\ — 2©® \ / b® — —
) 2720 et

Abb. 5.2: Jedes Intervall mit konstantem M entspricht einer S-Matrix Schicht.

Fiir die ¢-te Schicht kann dann Gl. (4.61) in der Form

w9 w 7 o a@
f(yg1) = ( D) ol N ( ) (5.39)
ng) Wg%) 0 (I,gf) b@
geschrieben werden. Dabei ist @gf) = exp(iAgf)aq), mit ag; = Yg+1 — Yg, und unbekannten

Konstanten a'? und b(@, die W(Q)ilf(yq) in Gl. (4.61) entsprechen.
An den Grenzen der Teilintervalle ist f(y) stetig und bei y = y,41 ergibt sich

W%—H) WE%H) <a(q+1) )_ W%) ng) <I>(f’) 0 (a(q)> (5.40)

oder durch Definition in kompakter Schreibweise

Wt (D) — W@ @)y (@) (5.41)
Aus Gl. (5.41) folgt sofort
vet) — Wt ' W@ @@ — 7@ @y (@) — () (2) (5.42)
und insbesondere
T@ — weth) ™ 'wia (5.43)
Gl. (5.42) ist in Blockform
(q+1) n(a) (e (@) (q)
( D) ) = ( i ) ( =0 ) < @ > : (5.44)
Tor Ta 0 @
Aus Gl. (5.44) und der hier durch
(@ gla
()= (5 ) (o) =so () 545
a Sa1 Sa a a
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definierten S-Matrix fiir ¢ und (¢ — 1) folgen wiederum Rekursionsformeln fiir die einzelnen
Blocke von 89 [17].
Diese lauten

S - (T + Eaw) 20, (5.46)
s =sii Y (a) Tz (5.47)
mit
z0) = (T4 + Tﬁg)n@)*l , (5.48)
o — o?si™ (2 - (5.49)
und nur zur Vollstandigkeit
s - (9 - spT) os . 5
s - sy - sPTgesi . o

Die Rekursion von Gl. (5.46) und (5.47) kann fiir ¢ = 0,..., M ausgefiihrt werden. Aus der
Definition der Matrix S(? in G1. (5.45) folgt, dass die Startwerte 8|3 = 0 und S{;" = I sind.
Ausserdem ist @f) = 1, da die nullte Schicht unendlich diinn ist. Aus den Definitionen in GI.
(5.39) und (5.19) folgt, dass W) = W) und WM+1) = W(©) is.

Trotz der groken Ahnlichkeit von Gl. (5.46) und (5.47) mit GI. (5.31) und (5.32) ist ein wesent-
licher Unterschied, dass der S-Matrix Algorithmus durch Gl. (5.46) und (5.47) unabhéngig von
der Dicke der S-Matrix Schichten numerisch stabil ist [17].

Nach (M + 1) Rekursionsschritten erhdlt man somit nach Gl. (5.45)

pM+1) — g{Ma(M+1) (5.52)
al® = sl alM+1) (5.53)

die gesuchten Rayleigh-Koeffizienten in Cover b(®) = b(M+1 und Substrat a®®) = a(®) in Abhén-
gigkeit von den bekannten Koeffizienten al® = a(M+1)_ Die Matrizen ng) und Sgé\/[) entsprechen
wiederum der Reflexions- bzw. Transmissionsmatrix des Gitters.

Es sei an dieser Stelle noch erwihnt, dass in Ref. [18] noch eine Variante des S-Matrix Algo-
rithmus aufgefiihrt ist, die die Rekursionsformeln nicht iiber eine Matrix ’i‘(Q), sondern direkt
mit Hilfe von W@t und W@ ausdriickt. Diese Variante wird hier nicht aufgefiihrt, wurde
jedoch ebenfalls getestet und stellt eine Alternative zu der obigen Formulierung dar. Speziell
bei isotropen Materialien kann jedoch eine Symmetrie der Matrizen W@ ausgenutzt werden
und die hier angegebene Formulierung ist dann vorteilhafter [18|. Fiir weitere Informationen
zum S-Matrix Algorithmus, z.B. seine Stabilitdt und die Anzahl der fiir ihn benétigten Rechen-

operationen sei an dieser Stelle auf Ref. [17, 18] verwiesen.
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Isotrope nichtmagnetische Materialien

Im Falle isotroper nichtmagnetischer Materialien hat die Matrix M jeder S-Matrix Schicht die

Form
0 0 M3 My

0 0 My My
Mz Mz, O 0
My Mg O 0

M = (5.54)

Fiir Liniengitter ist M durch Gl. (4.58) mit den darunter stehenden Elementen gegeben. Die
Matrix Q© ist dabei in Gl. (4.57) mit n = (1,0,0) bzw. durch Gl. (4.60) festgelegt. Das be-
deutet, dass Mj; = 0 = My = Mys = Myy. Fiir Kreuzgitter ist M durch Gl. (4.91) mit den
darunter stehenden Elementen gegeben.

Damit hat die Matrix M € C*(*4K in beiden Fillen die Form von Gl. (5.54). Fiir Liniengitter
ist K = 2N + 1 und fiir Kreuzgitter ist K = (2N, + 1)(2N, + 1).

Fiir jedes Teilintervall mit konstantem M miissen die Eigenwerte und -vektoren gefunden wer-
den?. Zu Lésen ist somit

MW = WA . (5.55)
Diese Gleichung kann mit M in der Form von Gl. (5.54) als
( 0 M1><W11 W12>:<W11 W12><A11 0 > (5.56)
M; O Wi W Wi Wa 0 Ay '

geschrieben werden [55]. Die Matrizen M; und My stellen dabei die Blocke aus Gl. (5.54) dar.
Gl. (5.56) fiihrt mittels einfacher Matrixoperationen zu

M;MyWq; = WipAf), (5.57)
M;MyWio = WipA, . (5.58)

Beide Gleichungen beschreiben das Eigenwertproblem fiir die Matrix M; My € C?5*2K Daraus
folgt

Wi = Wy, (5.59)
Aoy = —Aq1. (560)

Ebenso folgt aus Gl. (5.56) mit Gl. (5.60)

Wa = MoWAL, (5.61)
Wy = —Wy. (562)

Durch Losen des Eigenwertproblems von M;Msy € C25>2K in Gl. (5.57) konnen somit mittels
Gln. (5.59-5.62) die Eigenwerte und -vektoren von M € C*(*4K hestimmt werden. Damit wird
die Rechenzeit zum Lésen des Eigenwertproblems, die ansonsten proportional zu (4K)3 wire,
um den Faktor 8 reduziert [55|. Ebenso wird der Arbeitsspeicherbedarf reduziert.

Die hier beschriebene Vorgehensweise nach Ref. [55] entspricht der Umwandlung von Gl. (5.1) in
ein System 2. Ordnung und Lésen des Eigenwertproblems fiir die Blockdiagonale Matrix —IM?
[21, 56].

“Im Code wird tatsiichlich das Eigenwertproblem fiir G = iM gel6st. Die im vorangegangenen Abschnitt
beschriebene Trennung der Eigenwerte geschieht dabei automatisch, da die durch Wurzelziehen gefundenen
Eigenwerte positive Realteile haben [21].
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Fiir Liniengitter bei Beleuchtung mit ¢ = 0° ldsst sich das Eigenwertproblem von M auf zwei
Eigenwertprobleme der Grofe K x K reduzieren®. Eine detaillierte Darstellung des Vorgehens
findet sich in Ref. [55].

Die Matrix W hat damit folgende Symmetrie [18]

([ Wi W,
W — < W W, ) . (5.63)

Die Matrix T in Gl. (5.43) bzw. (5.44) ist somit fiir 1 < ¢ < M gegeben durch [18]

- 1 -1 -1
T = [<W§Q+ D)W (Wi Wg‘“] , (5.64)
- 1 -1 -1
T = [(W§q+1)) wi? - (W) Wg‘”] (5.65)

und zusétzlich gilt ’i‘gi) = 'i‘%) und ’i‘g;) = Tﬁ‘{).

5.3 Sonderfall: anisotropes Substrat

Bei einem anisotropen Substrat handelt es sich bei 5 und ps um Konstanten. Mindestens eine
der Grofen ist ein Tensor. Bei optischen Frequenzen ist in der Regel s = pol [1].
Das Substrat kann generell als unendlich ausgedehnte homogene Schicht betrachtet werden. Die
Propagationsmatrix M ist konstant und das Feld im Substrat (y < 0) ist, analog zu Gl. (4.61),
gegeben durch

fy) = W exp(iBy)c, (5.66)

wobei es sich bei ¢ um noch unbekannte Koeffizienten handelt. Die Matrix W(®) besteht wie-
derum aus den Eigenvektoren von M. Die Matrix 8 hat die dazugehorigen Eigenwerte [,
als Diagonalelemente. Die Matrix M koénnte wie in den Abschnitten 4.2 und 4.3 beschrieben
ermittelt werden. Da jedoch 5 und pus konstant sind, ist QS;) = gi;1 und le) = p;I mit
1,7 = x,y, z. Aus diesem Grund handelt es sich bei den Submatrizen M,, r,k = 1,...,4, um
Diagonalmatrizen und die Eigenwerte und -vektoren von M € C**4K Jagsen sich durch Losen
von K Eigenwertproblemen von 4 x 4 Matrizen A € C*** bestimmen [57|. Die Matrizen A
haben also die Form
ail a2 a3 a4
A= | G2t a2 a3 Gu | (5.67)
az1 a3z2 0433 a34
a41 Q42 Q43 Q44

Die Elemente a,; entsprechen M, in Gln. (4.46), wenn man QS) durch 5, QZ(-?) durch g5
und « durch «, ersetzt. Fiir Kreuzgitter ist ebenfalls 7o durch =, zu ersetzen. Aus Griinden
der Ubersicht beschriinken sich die weiteren Uberlegungen auf Liniengitter. Eine Behandlung
von Kreuzgittern erfolgt analog.

Fir jedes Paar (an,7), n = 1,..., K, gibt es somit eine Matrix A, deren Eigenwerte [y,
¢=1,...,4, durch det(A — I) gegeben sind. Diese stimmen mit den Losungen der Dispersi-
onsgleichung (2.37) iiberein [50, 58|. Zu jedem Eigenwert 3y erhdlt man einen Eigenvektor der

Dies wurde jedoch bisher nicht implementiert.
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Form Wy = (B, 0, E. ¢, Hy ¢, H ¢). Es kann gezeigt werden, dass zwei Losungen mit einfallenden
und zwei mit ausfallenden ebenen Wellen zu verbinden sind [58]. Aus Gl. (5.66) ist zu erkennen,
dass alle Losungen mit Im(/;) < 0 evaneszent sind, wéhrend Losungen mit Im(3;) > 0 expo-
nentiell wachsen und zu den einfallenden Wellen gezéhlt werden [50, 58|. Fiir reelle Eigenwerte,
die mit propagierenden Wellen verbunden sind, ist es nach Abschnitt 2.2 jedoch im Allgemeinen
nicht so einfach zu sagen, ob es sich um einfallende oder ausfallende Wellen handelt. Fiir reel-
le Losungen (3, muss deshalb der mit ihnen verbundene mittlere Poyntingvektor (P), gebildet
werden. Bei

y'(P), <0, (5.68)

mit y = (0,1,0), handelt es sich um die gesuchten Losungen, da Energie in negative y-
Achsenrichtung transportiert wird. Der mittlere Poyntingvektor ist nach GIl. (2.31) gegeben
durch .

Ce;f Re(e; x h). (5.69)
Der Vektor e; stellt den normalisierten E,-Feldvektor dar und hy den dazugehorigen Hy-
Feldvektor. Bei ¢, handelt es sich um die noch unbekannte komplexe Amplitude.

Fiir jeden reellen Eigenwert (3, findet sich aus Gl. (2.35) mit E, ¢ und E,; aus dem bekannten
Eigenvektor W, die Komponente E, ;. Durch Normierung ergibt sich e,. Aus Gl. (2.33) folgt
dann

1 "
<P>g = iRe(Eg X He) =

1
hy = —p 'Key. (5.70)
w
Wegen (P), o< Re(e; x h}) und cec; > 0 kann mittels Gl. (5.68) das Vorzeichen des mittleren
Poyntingvektors ermittelt werden.
Per Definition wird festgelegt, dass die Eigenwerte und -vektoren fiir jedes Paar (au,,70) so

sortiert werden, dass es sich bei £ = 1,2 um die gesuchten ausfallenden Beugungsordnungen im
Substrat handelt. Nach Konvention ist Re(3;) > Re(f2). Gl. (5.66) ldsst sich nun fiir y = 0 in

der Form o) -
£(0) = We = ( W%Sl) W%?) ) < o > (5.71)
Wi Wy ¢
schreiben. Bei ¢~ = (c{ c2T)T, bestehend aus c¢1, und ¢z, n = 1,..., K, handelt es sich um die

gesuchten Amplituden der ausfallenden Wellen. Da keine einfallenden Wellen aus dem Substrat
betrachtet werden, gilt ¢ = 0. Die Matrix W) ergibt sich damit zu

€lx €22 €3z €4y

W(s) o €1,z €2, €3, €4. (5 72)
hl,ac h2,:c h3,:c h4,:c ’ '
hl,z h2,z h3,z h4,z

wobei es sich bei e; , um eine Diagonalmatrix mit den Elementen e; ;. handelt [50]. Fiir die
anderen Eintriige gilt analoges. Wegen ¢™ = 0 kann die rechte Hélfte der Matrix jedoch auch
gleich Null gesetzt werden.

Ein Vergleich von Gl. (5.71) mit Gl. (5.19) zeigt, dass wenn die in Gl. (5.72) aufgefiihrte Matrix
W) fiir den S-Matrix Algorithmus in Abschnitt 5.2.1 oder 5.2.2 verwendet wird, es sich bei
der Losung statt um a®) um die in diesem Abschnitt aufgefiihrten Koeffizienten ¢~ handelt.
Die Rayleigh-Entwicklung im Substrat (y < 0) fiir Liniengitter lautet dann [50, 58]

N 2

E(z,y,2) = > > coneenexplions +iByny + i707) (5.73)
n=—N (=1
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und
N 2

H(z,y,2) = Z Z conhyn explions + 18y + 1702) - (5.74)
n=—N (=1

Durch Losen des gewdhnlichen Differentialgleichungssystems (5.1) unter Beachtung der Rand-
bedingungen lassen sich somit die Amplituden der ausfallenden ebenen Wellen bestimmen. Aus
numerischen Griinden muss dabei im Allgemeinen der hier beschriebene S-Matrix Algorithmus
verwendet werden. Die z-Komponenten der ausfallenden ebenen Wellen ergeben sich dann aus
Gln. (5.36) und (5.37) bzw. Gln. (5.52) und (5.53). Die - und y-Komponenten der Felder kénnen
im isotropen Medium aus ihnen ermittelt werden, da sich die Felder in Abhéngigkeit von den
z-Komponenten darstellen lassen. Im anisotropen Substrat erhélt man als Losung elektrische

Feldstarkeamplituden, die zu Wellen mit ebenfalls ermittelter Polarisation gehdren.
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6 Berechnung der Beugungseffizienzen

Sind die Rayleigh-Koeffizienzen in Cover und Substrat bestimmt, ist das Beugungsproblem ge-
16st. Durch sie sind die Amplituden und Phasen der einzelnen Beugungswellen gegeben. Aus
ihnen lassen sich nun andere interessierende Groften der optischen Messtechnik, z.B. Parameter
der Ellipsometrie und Polarimetrie bestimmen. Zur Anwendung der Differentiellen Methode
bzw. RCWA in der optischen Messtechnik sei an dieser Stelle auf Ref. [13, 49] verwiesen. In die-
sem Abschnitt wird erldutert, wie sich die Beugungseffizienzen aus den Rayleigh-Koeffizienten
berechnen lassen.

Im Allgemeinen ist die Beugungseffizienz der (n, m)-ten Beugungsordnung durch

(6.1)

definiert [1, 58].

Es handelt sich um die mittlere Energieflussdichte der (n, m)-ten Beugungsordnung bezogen auf
eine Einheitsfliche parallel zur zz-Ebene und normiert mit der einfallenden mittleren Energie-
flussdichte. Dabei wird der mittlere Poyntingvektor, welcher durch Gl. (2.31) gegeben ist, auf
den Einheitsvektor ¥ in y-Achsenrichtung projiziert.

An dieser Stelle soll das allgemeine Vorgehen anhand der Berechnung der Transmissionseffi-
zienzen fiir ein isotropes und ein anisotropes Substrat beschrieben werden. Es soll dabei ein
Liniengitter betrachtet werden, bei dem der Index m in der obigen Gleichung wegtféllt. Die Be-
rechnung der Reflexionseffizienzen des als isotrop angenommenen Covers und die Berechnung
im Falle eines Kreuzgitters erfolgt jedoch analog.

Isotropes Medium

Zunichst soll ein isotropes Substrat mit €5 und ps betrachtet werden. Die n-te Beugungsordnung
mit dem Wellenvektor k¢ ,, = (au, Bt,n,70) hat die elektrische Feldstérke E,, und die magnetische
Feldstarke H,,. Diese sind durch die Rayleigh-Koeffizienten gegeben durch

E, = (G’S%,n? agiz,m a(e?z,n) ) (62)
H, = (as)x’n,a,%zm,a;j)z,n). (6.3)

Es handelt sich, wie in Abschnitt 2.1 erldutert, um eine ebene Welle.
Jede beliebige Polarisation kann als Superposition zweier orthogonaler Polarisationen dargestellt
werden [35, 32]. Wird ein Einheitsvektor
~ kt n X S’

e. — —_— - = 64

" Thon 31 o4
eingefiihrt, konnen durch Projektion von E, und H, auf diesen, die Amplituden zweier ebe-
ner Wellen mit orthogonaler Polarisation bestimmt werden. Diese werden als TE- bzw. TM-
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Polarisation oder synonym als s- bzw. p-Polarisation bezeichnet. Es ist somit

Ts,n = AZEna (65)
Tpn = &'H,. (6.6)
Im Cover ergeben sich auf dieselbe Weise die Reflexionsamplituden Rs und R, (siche Abb. 6.1).

Bei den s-polarisierten Beugungswellen handelt es sich bei Rg und T somit um elektrische
Feldstdrkeamplituden, wogegen R, und 7T, magnetische Feldstirkeamplituden sind. Der Ener-

Abb. 6.1: Orientierung der Grofen fiir eine reflektierte Beungungsordnung. Diese wird als Super-
position zweier orthogonaler Polarisationen mit komplexen Amplituden R, und R, angesehen.

giefluss beider Polarisationen wird durch den Poyntingvektor nach Gl. (2.31) beschrieben. Im
Falle des isotropen Mediums kann dieser durch die elektrische oder die magnetische Feldstérke
allein ausgedriickt werden. Aus Gl. (2.29) mit Gl. (2.9) und Gl. (2.17) ergibt sich

€ 1
H=,/—-E =—=E|. 6.7
= [ B - B (6.7

Die Groke Z wird als Impedanz des Mediums oder Wellenwiderstand bezeichnet [33]. Fiir ein

nichtmagnetisches Medium ist Z = Zy/n mit der Vakuumimpedanz' Zy = (19/0)"/? und dem

Brechungsindex n. Im Folgenden wird zur besseren Ubersicht von einem nichtmagnetischen

Material ausgegangen?.

Es ergibt sich

Re(B) |2 _ Re(B)Zo 1y

——=|E|"=—%—H 6.8
B = =5 5 H] (63)

wobei Re() = nkgcos ¢ die y-Komponente des Wellenvektors der propagierenden Beugungs-

ordnungen ist. Aus der Definition der Effizienz in Gl. (6.1) mit Gl. (6.8) und unter der Annahme

dass |E;| = 1 ist, folgen die Effizienzen der s- bzw. p-polarisierten Beugungswellen zu

e(n) Re(8r,n) oM — Re(8r,n)

y' (P) = |(P)|cos¢ =

2

rs — 4 Rs 2 5 r 5 nl 6.9

8= gy el b= zp B (6.9)
(n) _ Re(ﬂt,n) 2 (n) _ Re(,ﬁt,n) 2

s T g Tsnl” €y = 2B Tpnl” (6.10)

!Bei den zur Berechnung verwendeten Einheiten ist wegen €9 = po = 1 auch immer Z = 1.

2 Andernfalls bekommt am Ende eﬁf;) noch den Vorfaktor (pr.c/pr,s) und e

+,p den Vorfaktor pirc pir,s, welche
beide fiir den Fall nichtmagnetischer Materialien gleich eins sind.
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Die Gesamtbeugungseffizienz der n-ten Beugungsordnung in Reflexion e$”) und in Transmission

egn) ergeben sich dann zu

e =) 4 ) (6.11)
et = el e (6.12)

Anisotropes Medium

Im Falle eines anisotropen Substrats handelt es sich nach Abschnitt 5.3 bei der Rayleigh-
Entwicklung nach Gln. (5.73) und (5.74) bei Im(8¢,) = 0, £ = 1,2, um propagierende Wel-
len mit Ey, = cyper, und Hy,, = c/,hy,. Bei der Projektion des dazugehorigen mittleren
Poyntingvektors nach Gl. (5.69) handelt es sich somit um

~ 1 * *
yT <P>£7n D) |C€,n|2 Re(eﬂ?,€7nh’z,€7n - ez,&nhz,f,n) ) (6.13)

wahrend fiir die einfallende Welle aus dem isotropen Cover mit normierter elektrischer Feld-
starkenampiltude nach Gl. (6.8)

. Bo
yT< >7, = I
2ko 2y

(6.14)

gilt |58].
Durch Gl. (6.1) mit Gln. (6.13) und (6.14) sind die Transmissionseffizienzen damit durch

) _ FoZo lcenl* Re(ennh o — €20l g )

ne Bo

(6.15)

gegeben [50, 58].

Anmerkung zur Konvergenz der Ergebnisse

Die Anzahl der beriicksichtigten Fouriermoden zur Darstellung der Felder ist, um sinnvolle
Ergebnisse bei einer Rechnung zu erhalten, hoch genug zu wéahlen. Im Allgemeinen ist die
interessierende Grofe dabei in Abhéngigkeit der Anzahl beriicksichtigter Fouriermoden zu be-
trachten. Andert sich der errechnete Wert beim Erhohen der Anzahl der Moden nicht mehr
signifikant, ist das Ergebnis konvergiert. Was jedoch eine signifikante Anderung ist muss dabei
noch im Einzelfall definiert werden.

Da auch der konvergierte Wert mit einem Fehler behaftet ist (Rundungsfehler, Diskretisie-
rungsfehler, etc.), wire eine Moglichkeit den Fehler abschitzen zu kénnen sehr interessant.
Anscheinend gibt es jedoch bisher in dieser Richtung keine Untersuchungen in der Literatur.
Hiufig findet man jedoch, dass die Ergebnisse der Differentiellen Methode bzw. RCWA mit
Ergebnissen aus Experimenten und anderen numerischen Methoden verglichen werden.

Eine Konvergenzrate kann definiert werden, indem man die Modenzahl betrachtet, bei der das
Ergebnis einen Wert innerhalb eines Vertrauensintervalls um das ,richtige Ergebnis annimmt,
ohne dieses Intervall beim Erhohen der Anzahl von Moden zu verlassen. Da im Allgemeinen
das ,richtige“ Ergebnis nicht bekannt ist, wird haufig ein Wert genommen, der mit einer sehr
hohen Anzahl von Fouriermoden berechnet wurde.
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7 Nahfeldberechnung

In diesem Abschnitt wird die Nahfeldberechnung fiir die Differentielle Methode mit S-Matrix
Algorithmus nach Abschnitt 5.2.1 beschrieben. Die geeignete Berechnung der Nahfelder fiir die
RCWA wird in Ref. [59] fiir Liniengitter detailliert behandelt. Die Darstellung in Abschnitt 7.1
folgt Ref. [1].

7.1 Allgemeines Vorgehen

Nachdem die Rayleigh-Koeffizienten in Cover und Substrat bestimmt wurden, kénnen die Fou-
rierkoeffizienten der z- und z-Komponenten der Felder f(y) durch eine zusétzliche Integration
von Gl. (5.1) mit bekannten Startwerten fiir jede S-Matrix Schicht ermittelt werden. Die Inte-
gration kann mittels Gl. (5.4), (5.5) oder (5.6) durchgefithrt werden. An dieser Stelle miissen
somit noch die Felder f(y,) an den Grenzen y = y,, ¢ = 1,..., M der S-Matrix Schichten als
Anfangswerte ermittelt werden (siehe Abb. 5.1).

Fiir die unterste Schicht, ¢ = 1, ergibt sich f(y;) = £(0) aus Gl. (5.19) mit j = s. Fiir ¢ > 1
werden die Felder wie folgt berechnet:

Nach Gl. (5.27) folgt mit b)) =0

b@ — S%—l)a(w : (7.1)
all) = Sgé_l)a(q) . (7.2)

Daraus wiirde sich .
a® = (i) al (7.3)

ergeben. Die Matrix Sg%_l) ist jedoch hiufig nahezu singuldr und eine Invertierung der Matrix

daher problematisch. Durch Gl. (5.32) ist jedoch

(s ) =z (sig) (7.4)
_ z@gat) . Z(D) (Sg))*l . (7.5)

Einsetzen von Gl. (7.5) in Gl. (7.3) ergibt mit Gl. (7.3) fir ¢ = M + 1

2@ — Zz@za+1) . z(M) (Sg)>—1 a1 (7.6)
— z@glatl) . 7 (M)a(M+1) (7.7)

und damit sind al?, ¢ = 2,..., M, durch die bekannten Rayleigh-Koeffizienten im Cover aM+1)
dargestellt. Die Grofe b(@ ergibt sich dann aus Gl (7.1). Wihrend der Berechnung der Rayleigh-

Koeffizienten in Cover und Substrat sind also die Matrizen Z(% und Sg%) zwischenzuspeichern,
wenn man die Felder bei y = y, spiter berechnen und zur Nahfeldberechnung verwenden
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maéchte. Ist die Matrix T(@ mit Gl. (5.29) berechnet, handelt es sich bei a® und b(@ um
Rayleigh-Koeffizienten der unendlich diinnen Zwischenschicht aus dem Material des Covers bei
Yy = 4. Diese miissen durch Multiplikation mit W () nach Gl. (5.19) in die Fourierkoeffizienten
der Felder f(y,) umgewandelt werden. Wird dagegen mit T(9) aus Gl. (5.38) gearbeitet, handelt
es sich bei dem Vektor v(@ aus Abschnitt 5.1, bestehend aus a(@ und b(@, direkt um f(yq).
Die Integration in den einzelnen Schichten kann nun so durchgefiithrt werden, dass die Schritt-
weite der Integration nahezu die der gewiinschten Auflésung des Nahfeldbildes entspricht. Die
benotigten Werte von f(y) ergeben sich dann durch Interpolation der berechneten und ge-
speicherten Werte der Integration. Die y-Komponenten der Felder ergeben sich dann aus GI.
(4.43) und GI. (4.44), wobei [D,] und [B,] in Gl. (4.25) fiir Liniengitter und, nach Ersetzen
von g durch ~, auch fiir Kreuzgitter in Abhéngigkeit von den Fourierkoeffizienten der z-und
z-Komponenten gegeben sind.

Alle Feldkomponenten innerhalb des modulierten Bereichs lassen sich dann als Fourierreihen
der Form von Gl. (4.23) bzw. (4.70) entwickeln. Ausserhalb des modulierten Bereichs sind die
Felder durch Rayleigh-Entwicklung, jedoch mit endlicher Anzahl von Summanden, mit den be-
rechneten Rayleigh-Koeffizienten gegeben.

7.2 Entwicklung mittels stetiger Funktionen

In Ref. [59] wird die Nahfeldberechnung fiir die RCWA fiir Liniengitter aus isotropen nicht-
magnetischen Materialien beschrieben. Dabei werden lediglich stetige Feldkomponenten durch
Fourierreihen entwickelt. Bei der RCWA handelt es sich in diesem Fall um D,, E,, E. und alle
Komponenten der magnetischen Feldstidrke H. Im Ortsraum ergibt sich dann aus der Materi-
algleichung (2.8)

By = % (7.8)

Ahnliche Uberlegungen fiir Liniengitter mit beliebigen Profilformen fiithren dazu, dass 2- und
y-Komponenten der stetigen Feldanteile D,, = ¢(z)E,, und E; durch Fourierreihen entwickelt
werden, wihrend die z-Kompenente E; , = E, ebenfalls stetig ist. Im Ortsraum ist dann

1
Bn = ;7Pn (7.9)

und
E=E,+E;. (7.10)

Die Projektion von D auf den Normalenvektor ist durch
D, =nn’D (7.11)

gegeben. Wegen der Stetigkeit von n(x) an den Materialgrenzflichen folgt daraus, analog zu
Gl. (4.55), im Fourierraum
[D,,] = [nn”] [D] (7.12)

und daher fiir das hier betrachtete Liniengitter mit n = (n,,ny,0)

[Dno] = [n2] [Do] + [namy] [Dy] (7.13)
[Dny] = [neny] [Da] + [n5] [Dy] - (7.14)
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Die Grofe [D,] ist dabei durch Gl. (4.25) gegeben und fiir [D,] ergibt sich aus Gl. (4.39)
[D.] = QYY) [E.] + QL) [E,] (7.15)

und Q;(,;(;) und ngz) aus Gl. (4.57).
Die Grofe [Eq] ist durch Gl. (4.54) gegeben. Es folgt

[Bea] = ] [Bo] = [nemny] [Ey] (7.16)
[Eey) = —[nany] [Ea] + [03] [E,] - (7.17)

Damit sind die Fourierkoeffizienten der stetigen Komponenten von D, und E; gegeben und
kénnen nach Gl. (4.23) durch Fourierreihen mit endlicher Modenzahl angenahert werden. Mit
Hilfe von Gl. (7.9) und (7.10) ergeben sich dann die Komponenten von E im Ortsraum.

Als Beispiel fiir die hier beschriebene Art der Feldberechnung soll folgendes sinusférmiges
Gitter betrachtet werden: Das Profil wird durch g(z) = (a/2) [1 + cos(27wz/d,)] beschrieben,
mit der Gitterperiode d, = 500nm und Gitterhéhe a = 200nm. Die Beleuchtung erfolgt durch
eine ebene Welle aus dem Cover (n. = 1) mit Einfallswinkeln ¢ = ¢ = 0° und TM-Polarisation.
Fir y < g(z) handelt es sich um ein Dielektrikum mit Brechungsindex n = 1.6. Die Beleuch-
tungswellenlénge betrégt Ao = 632.8nm.

In Abb. 7.1 ist E; mit N = 10 Moden dargstellt. In dem linken Bild ist E, direkt durch die Fou-
rierkoeffizienten [E;] nach Gl. (4.23) berechnet. Beim rechten Bild wurde E, in der in diesem
Abschnitt beschriebenen Weise berechnet.

400

300
_ 200" F _
£ £
= £
> y >

-100 -

-200 -100 0 100 200 -200 -100 0 100 200
x [nm] X [nm]
(a) E, direkt berechnet. (b) E, iiber stetige Funktionen berechnet.

Abb. 7.1: Vergleich der verschiedenen Arten der Nahfeldberechnung mit N = 10.

Gut zu erkennen in Abb. 7.1 sind die Gibbschen Uberschwinger und deren Abschwichung
bei der Entwicklung von stetigen Funktionen mit der gleichen Modenzahl. Dies wird besonders
auch in Abb. 7.2 und Abb. 7.3, in der E, bei y = 100nm fiir N = 10 und N = 15 gezeigt
wird, deutlich. Ebenso sind die Stetigkeitsbedingungen von E, in Abb. 7.1 (b) gut zu erkennen,
wihrend dies in (a) nicht der Fall ist.

Die hier beschriebene Weise der Feldberechnung liefert jedoch nur bei Dielektrika und nicht
zu stark leitenden Materialien gute Ergebnisse und wurde deshalb nicht weiter verfolgt. Sie ist
deshalb nur als Zusatz bei Liniengittern aus isotropen nichtmagnetischen Materialien imple-
mentiert.
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0.1+t A direkte Fourierentwicklung
' Uber stetige Feldkomponenten

-200 -100 0 100 200
X [nm]

Abb. 7.2: Vergleich der x-Komponente der elektrischen Feldstérke bei y = 100nm mit N = 10.

direkte Fourierentwicklung
Uber stetige Feldkomponenten

-200 -100 0 100 200
X [nm]

Abb. 7.3: Vergleich der x-Komponente der elektrischen Feldstiarke bei y = 100nm mit N = 15.

93



8 Anwendungsbeispiele

8.1 Performance-Vergleich anhand zweier Berechnungsbeispiele

In diesem Abschnitt werden zwei Gitter als Beispiele betrachtet, um die Rechenzeit der Diffe-
rentiellen Methode fiir Linien- und Kreuzgitter aus isotropen bzw. anisotropen Materialien zu
vergleichen. Die Beispiele sind jedoch keineswegs reprisentativ fiir ihre Klasse, sondern sollen
lediglich ein Gefiihl fiir die Grofenordnungen der bendtigten Rechenzeiten vermitteln. Es han-
delt sich um Gitter aus isotropen Materialien, die sowohl mit dem implementierten Code fiir
isotrope Materialien als auch fiir anisotrope Materialien berechnet werden kénnen. Daraus kann
geschlossen werden in welchem Verhéltnis Rechenzeiten von isotropen und anisotropen Gittern
stehen.

8.1.1 Sinusférmiges Liniengitter aus Aluminium

Bei diesem Beispiel handelt es sich um das sinusformige Liniengitter aus Ref. [1, 29]. Die Si-
tuation entspricht der in Abb. 4.2 gezeigten. Die Beleuchtung des Gitters erfolgt durch eine
TM-polarisierte ebene monochromatische Welle mit Vakuumwellenldnge \g = 632.8nm. Die
Einfallswinkel betragen ¢ = 40° und ¢ = 0°. Die Einfallsebene der Welle liegt damit in der
xzy-Ebene. Oberhalb der Grenzflachenfunktion g(z) = (a/2) [1 + cos(27z/d,)], mit d; = 500nm
und a = 200nm, befindet sich Luft mit Brechungsindex n, = 1. Fiir y < g(z) handelt es sich
bei dem Material um Aluminium mit Brechungsindex ng = 1.3 + 7.61.

Es sei angemerkt, dass es sich bei diesem Beispiel gleich in mehrfacher Hinsicht um einen Spe-
zialfall handelt. Zum einen ist der Azimuthwinkel v = 0°, weshalb nach Abschnitt 4.2.4 das
zu losende System von Differentialgleichungen in zwei Teilsysteme fiir TE- und TM-polarisierte
einfallende Felder entkoppelt. In der Integration des Systems im Code der Differentiellen Me-
thode fiir isotrope Materialien ist daher die Matrix M(y) im Vergleich zum allgemeinen Fall
halbiert. Das Losen der Eigenwertprobleme der Schichten im Code der RCWA mit S-Matrix
Algorithmus koénnte nach Abschnitt 5.2.2 geméss Ref. [55] ebenfalls noch beschleunigt werden.
Der Spezialfall von 1) = 0°, bei dem das Eigenwertproblem der Matrix M der Gréfe 4K x 4K zu
zwei Figenwertproblemen der Grofe K x K wird, ist im Code bisher jedoch nicht beriicksichtigt.
Auch handelt es sich um nichtmagnetische Materialien, weshalb die Matrix Q" im Code fiir
anisotrope Materialien nicht berechnet wird, sondern explizit gegeben ist. Ebenso handelt es
sich um ein Beispiel, das sehr geeignet fiir die Differentielle Methode ist, wahrend die Stufen-
approximation der RCWA zu einer schlechten Konvergenzrate der Methode fiihrt. Der Grund
dafiir sind Felderh6hungen des elektrischen Feldes an den Ecken des stufenférmigen Profils, die
eine grofse Anzahl von Fouriermoden zur Darstellung der elektrischen Feldkomponenten erfor-
derlich machen [1, 29]. Dies gilt auch im Fall anisotroper leitfihiger Materialien® [28, 40]. Durch
die sinusfoérmige Profilform handelt es sich bei den Komponenten des Normalenvektors in der
Differentiellen Methode ebenfalls um einfache harmonische Funktionen, die sich damit optimal
als Fourierreihe darstellen lassen.

! Beispiele dafiir finden sich in Anhang A.
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In Abb. 8.1 (a) ist die Konvergenzkurve fiir die -1. Beugungsordnung in Reflexion dargestellt.
Dabei wurde das Gitter mit der Differentiellen Methode fiir isotrope und anisotrope Materiali-
en, der RCWA fiir isotrope und anisotrope Materialien und dem Programmpaket Microsim des
Instituts fiir Technische Optik Stuttgart berechnet. Der Kern von Microsim ist die RCWA mit
ETMA, weshalb zur besseren Unterscheidung im Folgenden nur von RCWA gesprochen wird,
wenn es sich um die RCWA mit S-Matrix Algorithmus handelt. Bei allen Berechnungen mit
Microsim und der RCWA wurde das Gitter durch 21 Schichten angenihert. Bei der Berechnung
mit der Differentiellen Methode wurde das IRK-Verfahren mit M L = 100 Integrationsschritten
verwendet. An der Konvergenzkurve ist zu erkennen, dass Microsim und die RCWA fiir isotrope

1 . . . . . : 3500 .
0.9y = 3000/ DM isotrop {
0.8} e -~ DM anisotrop Fa

g 5 2500F | —©— RCWA isotrop fa
3 07 +  RCWA anisotrop £
% 0.6 = 2000F - Microsim X/f
©osl 7 : %
§) 0.5 DM isotrop N 1500} /
3 0.4 T’ —»—DM amsptrop s ;—
o —e— RCWA isotrop 1000} X/‘ A
0.3F + RCWA anisotrop X J ot
0.2l =~ Microsim 500 o . ‘+++“
0.1 0

20 40 60 80 100 120
Anzahl Moden N

(a) Konvergenzkurve

140

0 20 40 60 80
Anzahl Moden N

100

(b) Rechenzeitvergleich

Abb. 8.1: Reflexionseffizienz der -1. Beugungsordnung in Abhéngigkeit der Anzahl beriicksichtigter
Fouriermoden und die jeweils bendtigte Rechenzeit in Sekunden. Alle Methoden liefern dasselbe
Endergebnis, die benotigte Rechenzeit unterscheidet sich jedoch stark.

und anisotrope Materialien dieselben Ergebnisse liefert. Ware das Gitter in der Differentiellen
Methode ebenfalls stufenférmig, wiirde diese gleiche Ergebnisse liefern, da die Propagations-
matrix M in diesem Fall iibereinstimmt [1]. Die Rechnungen mit den unterschiedlichen Codes
konvergieren alle in etwa zu demselben Ergebnis. Die Konvergenzrate bei der Differentiellen
Methode ist dabei wesentlich besser.

In Abb. 8.1 (b) ist die benétigte Rechenzeit in Abhéngigkeit von der Anzahl der Fouriermo-
den dargestellt. Die Rechnung wurde auf einem Desktop-PC mit Intel Pentium 4 3GHz und
1GB Arbeitsspeicher durchgefiihrt.

Deutlich zu erkennen ist, dass der Code fiir anisotrope Materialien mehr Rechenzeit bendtigt
als der fiir isotrope. Die RCWA ist dabei jeweils schneller als die Differentielle Methode. Dies ist
in diesem Beispiel fiir den Code fiir isotrope Materialien jedoch nicht so ausgeprigt, da auch fiir
die Integration die Matrix M(y) halbiert ist. Im Allgemeinen wird sich jedoch immer ergeben,
dass Microsim etwas schneller als die RCWA mit S-Matrix Algorithmus ist, und die Differen-
tielle Methode nochmals langsamer. Werden Probleme aus anisotropen Materialien betrachtet
ist die Rechenzeit im Allgemeinen hoher als fiir Gitter aus nur isotropen Materialien.

In Tab. 8.1 sind die Rechenzeiten, auf die Zeiten von Microsim normiert, fiir verschiedene
Anzahlen von Moden dargestellt. Jeweils in Klammern ist der errechnete Wert der -1. Beun-
gungsordnung aus Abb. 8.1 (a) angegeben. Die absoluten Werte betragen bei der jeweiligen
Anzahl von Moden 0.7s, 3.5s, 20.7s und 149.2s fiir Microsim. Die Absolutwerte der anderen
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N Microsim RCWA isotrop DM isotrop RCWA anisotrop DM anisotrop

15 1.0 (0.6423) 1.0 (0.6423) 3 1(0.8810) 4.3 (0.6438) 14.2 (0.8777)
30 1.0 (0.8032) 1 (0.8032) 7 (0.8785) 4 (0.8036) 14.4 (0.8777)
60 1.0 (0.8581) 6 (0.8581) 5 (0.8774) 0 (0.8579) 21.2 (0.8774)
120 1.0 (0.8665) 0 (0.8665) 2 (0.8750) 2 (0.8667) 20.9 (0.8738)

Tab. 8.1: Relative Rechenzeiten bezogen auf Microsim fiir verschiedene Anzahlen von Moden. In
Klammern dahinter das jeweilige Ergebnis der Effiezienz fiir die —1.Beugungsordnung.

Codes ergeben sich dann aus Tab. 8.1.

Wichtig an diesem Beispiel ist, dass eine einzelne Rechnung fiir einfache Liniengitter je nach
Modenzahl im Bereich einiger weniger Sekunden bis Minuten liegt. Im Falle von anisotropen
Materialien und grofer Anzahl von Moden kann eine Rechnung jedoch wesentlich mehr Zeit in
Anspruch nehmen. Sowohl der Bedarf an Rechenzeit als auch an Speicher ist fiir Liniengitter
im Allgemeinen unproblematisch. Es kann auch mit einer groferen Anzahl von Fouriermoden
als der hier dargestellten gerechnet werden. Nur fiir Liniengitter aus anisotropen Materialien
steigt die Rechenzeit dann auf einem gew6hnlichen Desktop-PC stark an, was fiir die praktische
Anwendbarkeit problematisch sein konnte.

Da auch die Nahfeldberechnung fiir die Differentielle Methode Teil dieser Arbeit ist, sind in
Abb. 8.2 noch die Nahfelder der Intensitétsverteilung |E|? fiir das kontinuierliche und das stu-
fenformig angenédherte Profil im xy-Schnitt dargestellt. Es wurde dabei mit N = 60 gerechnet.
Es ist zu erkennen, dass bei ausreichender Anzahl von Moden und Schichten die stufenférmige
Anndherung des Profils gut mit dem Ergebnis des kontinuierlichen Profils iibereinstimmt.

In der Detailansicht von Abb. 8.3 sieht man den Grund fiir die schlechte Konvergenzrate bei

y [nm]
y [nm]

0
X [nm] X [nm]

(a) Kontinuierliches Profil (b) Stufenprofil aus 21 Schichten

0 500

Abb. 8.2: Intensititsverteilung des Aluminiumgitters, berechnet als kontinuierliches Profil und als
stufenférmige Anndhrung mit 21 Schichten.

einer stufenférmigen Annéherung des Profils. Dabei ist zu beachten, dass die Bilder (a) und (b)
in Abb. 8.3 nicht gleich skaliert sind. Die Felderh6hungen bei der stufenférmigen Ann&herung
des Profils sind in Abb. 8.3 (b) gut zu erkennen. In beiden Detailbildern erkennt man ausser-
dem die Gibbschen Uberschwinger der Darstellung des Feldes durch eine endliche Anzahl von
Fouriermoden.
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Abb. 8.3: Detailansicht der Abbildungen oben. Zu erkennen sind die Felderh6hungen an den
Ecken des stufenformig angendherten Profils und Gibbsche Uberschwinger durch die Anniherung
des Feldes mit einer endlichen Anzahl von Fouriermoden. Zu beachten ist die unterschiedliche

Skalierung der Bilder.

In Anhang A finden sich eine Reihe von Berechnungsbeispielen fiir Liniengitter aus anisotro-
pen Materialien.

8.1.2 Kreuzgitter: Photonischer Kristall
Betrachtet sei der Photonische Kristall? aus Ref. [60]. Dieser ist in Abb. 8.4 skizziert. Er be-

—_

n=1.45

Abb. 8.4: Skizze des Photonischen Kristalls nach Ref. [60].

steht aus wiirfelformigen Lufteinschliissen (n = 1) mit Seitenldnge ¢ = 224.8nm in Silizium
(n = 1.45). Die Periodizitéit des Gitters ist durch d, = d, = 281nm gegeben. Insgesamt wer-
den in diesem Beispiel 10 Schichten mit Lufteinschliissen (Schichttyp 2) betrachtet. Diese sind
jeweils durch eine homogene Schicht aus Silizium (Schichttyp 1) mit der Dicke A = 350nm

’Die allgemeine Behandlung von Photonischen Kristallen mittels Differentieller Methode findet sich in Ref.
[1, 11]. In der Literatur finden sich ebenfalls eine Reihe von Untersuchungen von Photonischen Kristallen
mittels Differentieller Methode [61, 62, 63, 64].
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getrennt. Insgesamt handelt es sich damit um 21 Schichten, in denen jeweils der Brechungsin-
dex in y-Achsenrichtung konstant ist. Die Beleuchtung erfolgt durch eine TE-polarisierte ebene
monochromatische Welle mit Einfallswinkel ¢ = 70.9° und Azimuthwinkel ) = 0°. In Abb. 8.5
(a) ist die Reflexionseffizienz der 0. Beugungsordnung, der einzigen propagierenden, in Abhén-
gigkeit von der Beleuchtungswellenléinge dargestellt. Gerechnet wurde dabei mit N, = N, =6
Moden und der Brechungsindex von Silizium wurde als konstant angenommen. Zu erkennen ist
die Bandliicke des Kristalls im Bereich von etwa 1000nm bis 1200nm. In diesem Bereich be-
tragt die Reflektivitdt mehr als 99.9%. Innerhalb der Bandliicke ist die Periodenabmessung des
Kristalls lediglich etwa A\/4. Aus diesem Grund, und der Tatsache, dass es sich um ein Gitter
aus einem Dielektrikum handelt, konvergieren die Ergebnisse einer Rechnung schon bei Be-
riicksichtigung einiger weniger Moden. Bei einer Beleuchtungswellenléinge von 1053nm betragt
die errechnete Reflektivitdt 99.97%. Dieser Wert wird bei Verwendung des Codes fiir isotrope
Materialien schon bei N, = N, = 3 erreicht. Beim Code fiir anisotrope Materialien betrigt, bei
N, = N, = 11, der errechnete Wert 99.98%. In Abb. 8.5 (b) sind die Rechenzeiten in Abhén-
gigkeit der Moden fiir N, = NN, dargestellt. Gezeigt werden diese fiir die RCWA mit S-Matrix
Algorithmus fiir isotrope Materialien und die Differentielle Methode fiir isotrope und anisotro-
pe Materialien. Die Rechnungen wurden auf dem oben erwdhnten Desktop-PC mit 3GHz und
1GB Arbeitsspeicher durchgefiihrt. Die Integration bei der Differentiellen Methode wurde mit
ML = 222 Integrationsschritten durchgefiihrt.

200

4t ] ——RCWA f
—— DM isotrop

0l | 1501 |« pm anisotrop //

06f 1007

Reflektivitat
Zeit [min]

0.4
50
0.2}

700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 2 4 6 8 10 12
Wellenlange [nm] Anzahl Moden NX=NZ

(a) Reflektivitdt in Abhingigkeit der Wellenlinge (b) Rechenzeit bei N, = N, in Abhingigkeit der An-
zahl von Moden.

Abb. 8.5: Links: Reflexionseffizienz der (0,0)-ten Beugungsordnung des Photonischen Kristalls in
Abhéngigkeit von der Beleuchtungswellenldnge. Im Bereich von etwa 1000nm bis 1200nm besitzt
der Kristall eine Bandliicke. Rechts: Benotigte Rechenzeit in Abhéngigkeit von den beriicksichtigten
Moden. Ein starker Anstieg der Rechenzeit im Vergleich zum eindimensional-periodischen Gitter
in Abb. 8.1 ist zu erkennen.

Wiederum handelt es sich bei dem betrachteten Gitter jedoch um einen Spezialfall. Zum einen
sind innerhalb der einzelnen Schichttypen 1 und 2 die elektromagnetischen Parameter jeweils
konstant in y-Achsenrichtung, und die RCWA ist damit optimal anzuwenden. Zum anderen
handelt es sich um immer wiederkehrende Schichttypen, fiir die Eigenwerte und Figenvekto-
ren bzw. die Matrix T(@ aus Gl. (5.28) bestimmt werden miissen®. Beides miisste im Grunde
genommen fiir jeden Schichttyp nur einmal vorgenommen werden, und die Ergebnisse dann

*Ebenso wie das Eigenwertproblem in der RCWA durch betrachten des Systems gewohnlicher DGLn 2. Ordnung
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gespeichert werden. Dies wurde jedoch in Abb. 8.5 (b) und Tab. 8.2 zum Zeitvergleich der
Methode nicht gemacht. Wiirde diese Tatsache ausgenutzt, ist sicherlich in diesem Fall mit
einer drastischen Reduzierung der Rechenzeit zu rechnen. Zu beachten ist jedoch, dass es sich
8o, wie im vorangegangenen Beispiel des sinusférmigen Aluminiumgitters, wiederum um 21
Schichten handelt, fiir die im Fall der RCWA ein Eigenwertproblem gelést werden muss, oder
im Fall der Differentiellen Methode eine Integration durchzufiihren ist. Damit ist ein Vergleich
der Geschwindigkeit fiir Liniengitter in Abb. 8.1 (b) und Kreuzgitter in Abb. 8.5 (b) fiir die
RCWA durchaus méglich. Dabei fillt auf wie stark die benétigte Rechenzeit beim Ubergang von
eindimensional-periodischen zu zweidimensional-periodischen Problemen ansteigt. Was jedoch
bei der Berechnung des Photonischen Kristalls stets ausgenutzt wurde, ist die Tatsache, dass
bei konstanten Parametern in y-Richtung, wenn dieser Bereich kiinstlich in S-Matrix Schichten
aufgeteilt wird, nur fiir jeweils die erste Schicht die Integration tatséchlich durchgefiithrt wird.
In Tab. 8.2 sind die Rechenzeiten, normiert auf die RCWA fiir isotrope Materialien angegeben.
Die absoluten Werte betrugen 54s fiir N, = N, = 5 und 920s fiir N, = N, = 10. In Klammer
dahinter sind die Ergebnisse der Reflektivitdt bei 1053nm angegeben.

N, =N, RCWA isotrop DM isotrop DM anisotrop

5 1.0 (0.9997) 2.9 (0.9997) 4.6 (1.0005)
10 1.0 (0.9997) 5.3 (0.9997) 6.6 (0.9995)

Tab. 8.2: Relative Rechenzeiten bezogen auf die RCWA fiir isotrope Materialien fiir verschiedene
Anzahlen von Moden. In Klammern dahinter das jeweilige Ergebnis der Reflektivitdt bei A =
1053nm.

Auch bei diesem Beispiel geht es im Wesentlichen darum, die Grofenordnung der Rechenzei-
ten von zweidimensional-periodischen Strukturen aufzuzeigen. Bei diesen kann in Abhéngingkeit
der Anzahl beriicksichtigter Moden im Allgemeinen schon fiir geringe Anzahlen von Moden und
einer einfachen Rechnung mit einer einzigen einfallenden ebenen Welle mit Rechenzeiten im
Bereich einiger weniger Minuten bis einiger Stunden gerechnet werden. Werden daher fiir eine
Anwendung viele Moden benétigt, um ein konvergiertes Ergebnis zu erzielen, oder miissen viele
Rechnungen durchgefiihrt werden, kann die dafiir bendtigte Rechenzeit durchaus zu Problemen
fithren. Eine Beschleunigung der Rechnung, z.B. durch Parallelisierung der Rechnungen [66]
oder dem Ausnutzen von Symmetrien in Struktur und Beleuchtung [61, 67, 68], ist daher zur
praktischen Anwendbarkeit auf zweidimensional-periodische Strukturen dusserst wichtig. Zu-
sétzlich kommt hinzu, dass der verfiighare Arbeitsspeicher die maximale Anzahl von Moden bei
der Rechnung begrenzt?. Daher ist es wichtig, dass die Methode schnell konvergiert und man
bei Spezialfillen ausnutzt, dass sich die Dimension des Problems reduzieren lésst |96, 61, 67, 68].

In Ref. [60] geht es darum, ein Gitter zu entwerfen, das eine moglichst hohe Beugungseffizienz
in der -1. Beugungsordnung in Reflexion besitzt. Dieses kann dann zur Pulskomprimierung von
Hochleistungs-Laserpulsen verwendet werden [2]. Dafiir wird iiber dem Photonischen Kristall
noch ein bindres Liniengitter aus Silizium und Luft mit einer Héhe von 500nm angebracht.

(aquivalent den Anmerkungen zur Reduktion des Problems in Abschnitt 5.2.2) reduziert wird, konnte mogli-
cherweise die Integration in der DM in diesem Fall mittels Numerov Algorithmus eine Rechenzeitreduzierung
bringen [10, 65].

“In dem Falle des hier benutzten Destop-PCs mit 1GB Arbeitsspeicher konnte zum Beispiel maximal mit 11x11
Moden bei der Differentiellen Methode und 15x15 Moden bei der RCWA gerechnet werden.
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Der Fiillfaktor der Luft betrdgt dabei 340nm/d,. Fiir einen Einfallswinkel von 77.2° wird in
diesem Fall in Abb. 8.6 (a) die Reflexionseffizienz der -1. Ordnung des Gitters in Abhéngigkeit
der Wellenlénge dargestellt. Bei einer Wellenlénge von 1060nm ist diese grofer 99,7%. Dieses
Maximum wird in Ref. [60] bei 1053nm gefunden. Die Beugungseffizienz der -1. Ordnung ist
dabei unempfindlich beziiglich einer Anderung des Einfallswinkels [60]. In Abb. 8.6 (b) ist noch
der Betrag des elektrischen Feldes im oberen Teil des Gitter gezeigt.

1.2
P
0.8
0.6
0.4
0.2
01 1 L L L
1000 1020 1040 1060 1080 1100 0 200 400 600 800 1000
Wellenlénge [nm] x [nm]

(a) Beugungseflizienz in Abhingigkeit der Wellenldn-  (b) Nahfeldbild mit A = 1060nm und ¢ = 77.2°.
ge

Abb. 8.6: Links: Beugungseffizienz der -1. Ordnung in Reflexion des Gitters in Abhéngigkeit der
Wellenlidnge. Dabei wurde der Brechungsindex von Silizium als konstant angenommen. Rechts:
Betrag der elektrischen Feldstirke im oberen Teil des Gitters.

Weitere Hintergriinde zu dem Design des Gitters finden sich in Ref. [60]. Ein Beispiel eines
Kreuzgitters aus anisotropen Materialien findet sich in Anhang A.

8.2 Metamaterialien und ihre Anwendungen

Seit den Untersuchungen von FErnst Abbe zur optischen Abbildung mit Linsen im Jahre 1873
galt, dass die Auflosung eines Abbildungssystems stets in der Gréfenordnung der halben Wellen-
lange begrenzt ist [69]. Man spricht auch von der Beugungsbegrenzung eines Abbildungssytems.
Der Grund ist, dass feine Strukturdetails mit evaneszenten Wellen verbunden sind, die nicht
durch Abbildung mittels konventionellen Linsen erfasst werden kénnen. Aus dieser Erkenntnis
heraus wurde das sog. near-field scanning microscope (SNOM) entwickelt, bei dem eine Faser-
spitze nah iiber das Objekt gefahren wird, um so Informationen iiber das evaneszente Feld zu
sammeln. Dieser Scanvorgang ist jedoch nur in der Lage nahezu stationédre Vorginge zu erfas-
sen. Ein anderes sehr erfolgreiches Konzept, Abbildungen unterhalb der Beugungsbegrenzung
zu erhalten, ist das sog. stimulated emission depletion fluorescence miscroscope |70], welches
jedoch ebenfalls einen Scanvorgang erfordert [69]. Viel Aufmerksamkeit wurde in den letzten
Jahren, seit den Untersuchungen von John Pendry im Jahre 2000 [4], Linsen aus Metamate-
rialien geschenkt. In Ref. [4] wird herausgestellt, dass mit der schon in Ref. [36] untersuchten
Schicht eines Materials mit Brechungsindex n = —1, eine perfekte Abbildung erzielt werden
kann. Das Besondere daran ist, dass die Auflésung damit nur eine Frage davon ist, wie genau
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ein solches Metamaterial hergestellt werden kann. Der Effekt wurde fiir den quasistatischen
Grenzfall experimentell mit einer Schicht aus Silber [71| und einer Schicht aus SiC [72] de-
monstriert. Mogliche Anwendungen einer solcher Superlinse liegen in der Nahfeldmiskroskopie
|72] und der Photolithograhie [73|. Das Problem einer solchen Superlinse ist, dass zwar theo-
retisch eine perfekte Abbildung des Feldes erzielt werden konnte, jedoch evaneszente Felder in
der Abbildungsebene weiterhin evaneszent sind, und somit feine Strukturdetails weiterhin nicht
durch ein konventionelles Abbildungssystem aufzulsen sind. Aus diesem Grund entstand in
den letzten Jahren eine Reihe von Konzepten wie man die evaneszenten Felder eines Objekts in
eindeutiger Weise in propagierende Wellen umwandeln kann |74, 75, 76]. Eines davon, die sog.
Hyperlinse, soll im néchsten Abschnitt etwas ndher betrachtet werden.

8.2.1 Zylinderférmige Hyperlinse

In diesem Abschnitt soll die zylinderférmige Hyperlinse nach Ref. [77, 78] betrachtet werden.
In Abb. 8.7 ist die Situation dargestellt. Die zugrundeliegende Theorie einer solchen Linse wird
in Ref. [74, 75] erldutert.

Abb. 8.7: Skizze der Hyperlinse nach Ref. [77, 78].

Die eigentliche Linse besteht aus halbkreisformigen Schichten aus Aluminiumoxid (AlyOs3)
und Silber (Ag). Sie hat einen Innendurchmesser r; = 240nm und Aussendurchmesser r, =
800nm. Die Schichten der Linse sind jeweils 35nm dick, sodass sie aus jeweils 8 Schichten
Aluminiumoxid gefolgt von Silber besteht. Unterhalb der Linse befindet sich Quarz. Die Linse
ist mit einer a = 50nm dicken Chromschicht beschichtet. In dieser befinden sich zwei 50nm brei-
te Spalte, welche A = 150nm voneinander entfernt sind. Diese Spalte dienen als abzubildendes
Objekt. Uber der Chromschicht befindet sich Luft mit Brechungsindex n = 1. Die Beleuchtung
geschieht durch eine TM-polarisierte ebene Welle mit der Wellenléinge Ao = 365nm. Die Permit-
tivitdten der verwendeten Materialien sind damit gegeben durch: Silber €,, = —2.4012+-0.24884,
Aluminiumoxid 4 = 3.217, Quarz e4, = 2.174 und Chrom® e, = (1.4022 + 3.2564i) [78].
Grundlage fiir die Wahl der Materialien ist dabei die Theorie der Effektiven Medium Appro-
zimation (EMA). Nach dieser kann ein Schichtsystem, mit Schichtdicken sehr viel kleiner als
die Wellenléinge, als kontinuierliches anisotopes Medium betrachtet werden [80]. Fiir den hier

Die Permittivitit von Chrom wurde aus der Brechungsindexbibliothek von Microsim iibernommen. Diese
basiert auf Ref. [79].
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betrachteten Fall, bei dem die Schichten konzentrische Ringe bilden, ergibt sich in Zylinderko-
ordinaten (7,0, 2)
. EmEd
T Feat (L flem
o =¢; = fem+ (1 — flea (8.2)

fiir die Radial- und Tangentialkomponenten der Permittivitat [5, 74, 75, 78|. Die Grofke f
stellt dabei den Fiillfaktor der Metallschicht dar, in diesem Beispiel ist daher f = 0.5. Um
die gewiinschte hyperbolische Dispersionscharakteristik des Metamaterials zu erzielen, werden
die Materialien so ausgewéhlt, dass Sign(e,) # Sign(eg) erfiillt wird [74, 78|. Ausserdem wird
versucht die Tangentialkomponenten der Permittivitdt nahzu verschwinden zu lassen, im Ide-
alfall also €, = (f — 1)eq/f |74]. Materialien mit negativem Realteil konnen bei optischen
Frequenzen unter den Edelmetallen gefunden werden. Reale Materialien haben jedoch immer
Verluste, weshalb die ideale Bedingung nur niherungsweise erfiillt werden kann |74|. Die ho-
hen Ortsfrequenzen der Struktur propagieren in einem solchen Medium in radialer Richtung.
Die Vergroferung der Linse ist daher etwa r,/r;, in dem betrachten Beispiel also 3.3. Das
Winkelspektrum der Struktur wird so weit vergréfert, dass die hohen Ortsfrequenzen, die zur
Auflésung der Struktur bendtigt werden, im Medium unterhalb der Linse propagieren kénnen.
Die Linse konvertiert somit evaneszente Beungungsordnungen in propagierende. Diese konnen
dann mit Hilfe eines konventionellen Abbildungssystem dargestellt werden.

Da es sich bei einer einzelnen Linse nicht um eine periodische Struktur handelt, muss das Pro-
blem periodisiert werden, damit es mit der hier dargestellten Form der Differentiellen Methode
betrachtet werden kann. Es wird also im Grunde genommen ein Array von Linsen betrachtet.
Dabei sind die Linsen so weit voneinander entfernt, dass sie vernachldssigbar wenig Einfluss
aufeinander haben®.

In Abb. 8.8 (a) ist die magnetische Feldstérke unterhalb der Chromschicht fiir die oben be-
schriebene Situation dargestellt. Diese entspricht qualitativ der Finite-Elemente-Berechnung
mit COMSOL Multiphysics derselben Situation in Ref. [78]. In Abb. 8.8 (b) und (c) sind die
Schichtdicken der Linse jeweils halbiert, ihre Anzahl jedoch verdoppelt. Die Abb. 8.8 (d) zeigt
das Feld, wenn das Schichtsystem als effektives anisotropes Medium betrachtet wird. Die in
Zylinderkoordinaten durch Gln. (8.1) und (8.2) gegebene Permittivitét ist dabei in kartesischen
Koordinaten durch

(8.1)

Epp = ErCOSZ 0 + £psin? 0, (8.3)
Ezy = Eyz = (6 — €p)sinb cos b, (8.4
Eyy = Ersin® 0 + ggcos? 0, (8.5)

und €., =€, und €;, = 0 = gy, = €,;, = €, gegeben.

Aus Ubersichtsgriinden ist jeweils nur die unterste Grenzfliche der Linsen eingezeichnet. Gut
zu erkennen ist, dass die Propagation innerhalb der Linse durch die Anregung gekoppelter
Oberflachenplasmonen an den Silberschichten geschieht [77]. Ebenfalls ist zu sehen, dass die
Behandlung als effektives Medium den Grenzwert fiir unendlich diinne Schichten darstellt.

In Abb. 8.9 ist die berechnete Fernfeldverteilung in der Ebene direkt unterhalb der Linse (y = 0)
dargestellt. Diese entspricht der Summation aller im Substrat propagierenden Beugungsordnun-
gen und somit der Situation, dass die Ebene mit einem konventionellen Mikroskop mit NA =~ 1.5
betrachtet wiirde. Die bendtigte NA ist mittels Olimmersion zu erreichen [78].

Zu erkennen ist, dass die beiden Spalte gut aufgelost sein sollten, vorausgesetzt der Detektor

®Es wurde mit einer Periode von 2.2um und N = 100 gerechnet. Die Rechnungen mit EMA sind jeweils mit
N = 80 durchgefiihrt worden.
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Abb. 8.8: Berechnete magnetische Feldstérke der Hyperlinse fiir verschiedene Schichtdicken.

ist gentigend empfindlich und rauscharm. Schichten diinner als 35nm sind nach Abb. 8.9 ge-
eigneter, da die Verluste in diesem Fall geringer sind [74, 80]. Eine Herstellung solcher diinnen
Schichten ist jedoch mit dem derzeitigen Stand der Technik problematisch |78]. Das Ergebnis
der EMA stimmt nahezu mit denen der Schichtdicken 17.5nm und 8.75nm iiberein.

In Abb. 8.10 (a) ist fiir die Linse mit Schichtdicken von 35nm die Fernfeldintensitétsverteilung
fiir verschiedene Absténde der Spalte A dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die Auflosungs-
grenze der Linse irgendwo zwischen A = 125nm und A = 110nm liegen miisste. Dieser Wert
ist in guter Ubereinstimmung mit dem Experiment in Ref. [78], bei dem ein Spaltabstand von
A = 125nm aufgelost werden konnte. Dieser Wert ist in diesem Aufbau zu vergleichen mit dem
Wert der Auflésungsgrenze nach der Abbesche Abbildungstheorie A/NA =~ 240nm. Berechnun-
gen mit der EMA in Abb. 8.10 (b) zeigen, dass im Falle diinnerer Schichten die Auflgsung
nochmals stark verbessert werden kdnnte.

An dieser Stelle sei noch kurz ein anderes vielversprechendes Konzept aus Ref. [69, 76, 81|
erwihnt. In diesem wird ein Liniengitter so entworfen, dass einfallende evaneszente Felder mit
|awg| > ncko, die von einem streuenden Objekt stammen, in eindeutiger Weise zu propagierenden
Wellen der £1. Beugungsordnung des Gitters im Substrat umgewandelt werden. Durch Messen
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Abb. 8.9: Fernfeldintensitétsverteilung der Hyperlinse fiir verschiedene Schichtdicken. Diese ent-
sprechen der Abbildung durch ein konventionelles Mikroskop, das auf die Ebene unterhalb der
Hyperlinse fokussiert ist.
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Abb. 8.10: Berechnete Fernfeldintensitit fiir verschiedene Abstinde A der Spalte.

des Winkelspektrums und der Kenntnis des Ubertragungsverhaltens des Gitters kénnen nun
Aussagen iiber die Feldamplituden der hohen Ortsfrequenzen getroffen werden, und somit eine
Auflésung unterhalb der Beugungsbegrenzung erzielt werden. Da es sich um die Auslegung eines
dafiir geeigneten Liniengitters handelt, ist die Differentielle Methode bzw. RCWA in diesem Fall
besonders geeignet. Diese wird auch in Ref. [69, 76, 81] zur Auslegung des Gitters verwendet.
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8.2.2 Elektromagnetische Abschirmung

Das wohl derzeit bekannteste Beispiel fiir eine mogliche Anwendung von Metamaterialien stellt
die elektromagnetische Abschirmung dar. Das Ziel ist, Objekte mit Hohlraum zu entwickeln, die
ein Eindringen eines einfallenden elektromagnetischen Feldes in sein Inneres verhindern, ohne
dabei das einfallende Feld in seiner spéteren Ausbreitung zu éndern [82]. Kénnte ein solches
Verhalten im Bereich sichtbaren Lichts erreicht werden, wére das Innere des Objekts von aussen
unsichtbar, weshalb ein solches Objekt im Folgenden auch als Tarnkappe oder nach der engli-
schen Bezeichnung als invisibility cloak bezeichnet wird.

Obwohl sich die nétigen elektromagnetischen Materialparameter von Tarnkappen beliebiger
Form durch Koordinatentransformation finden lassen |83, 84|, soll an dieser Stelle nur der ein-
fachste Fall eines zylinderférmigen Objekts mit idealen Parametern betrachtet werden. Unter
anderem in Ref. [85, 86, 87, 88| finden sich Untersuchungen von komplizierter geformten Ob-
jekten.

Nach Ref. [82] miisste ein solches zylinderférmiges Objekt mit Innenradius R; und Aussenra-
dius R, in Zylinderkoordination (r, 6, z) im Idealfall folgende Permittivitdt und Permeabilitit
besitzen:

r) = pnlr) = T (8.
co(r) = polr) = -~ (87)
2 —_ .

e.(r) = pa(r) = <RaP:aRi) = (8.8)

Permittivitat und Permeabiltdt in kartesischen Koordinaten ergeben sich dann, wie im Fall der
Hyperlinse, aus Gln. (8.3-8.5) mit dem darunter stehenden Text und p = e.

Die elektromagnetischen Eigenschaften sind nur Funktionen der Geometrie und somit im spe-
ziellen keine Funktionen der Frequenz. Die Tarnkappeneigenschaften wiirden daher unabhéngig
von der Wellenldnge des einfallenden Feldes erzielt. Da jedoch eine tatsédchliche Realisierung
notwendigerweise aus natiirlichen Materialien aufgebaut ist, dessen Eigenschaften von der Fre-
quenz abhingen, wiirde eine Tarnkappenwirkung auf ein bestimmtes Frequenzband limitiert
sein [82, 89]. Es ist damit Ziel des Metamaterial-Designs, dass dieses Band moglichst groft ist
[82]. Auch werden natiirliche Materialien einen Teil der einfallenden Energie absorbieren, und
somit den Tarnkappeneffekt reduzieren. Eine numerische Untersuchung mittels Finite-Elemente-
Berechnungen von realistischeren Materialparametern als Gln. (8.6-8.8) findet sich in Ref. [82].

Fiir die Untersuchung der zylinderférmigen Tarnkappe mit idealen Parametern mit Hilfe der
hier beschriebenen Form der Differentiellen Methode, ist wiederum die Periodisierung des Pro-
blems notwendig. Es soll daher folgende Situation betrachtet werden: Beleuchtet wird mit einer
TE-polarisierten ebenen Welle mit der Wellenléinge A\g. Aussen- und Innendurchmesser des hoh-
len Zylinders sind durch R, = 2R; = (8/3)Ao gegeben. Ausser- und innerhalb des Zylinders
befindet sich Luft mit Brechungsindex n = 1. Die Periode betrégt 8)¢.

In Abb. 8.11 ist die mittels Differentieller Methode berechnete elektrische Feldstdrke darge-
stellt. Die Berechnung wurde mit N = 100 durchgefiihrt. Ausserhalb der Tarnkappe ist das
Feld nahezu so, als wenn kein streuendes Objekt vorhanden wére. In Ref. [82] befindet sich eine
Berechnung dieser Struktur mit dem Softwarepaket COMSOL Multiphysics.

Technisch wurde eine &hnliche Tarnkappe bereits fiir Mikrowellen realisiert [90]. Ebenso wurde
iiber eine experimentelle Realisierung im sichtbaren Frequenzbereich berichtet |91].
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Abb. 8.11: Invisibilty cloak mit idealen Parametern. Dargestellt ist die elektrische Feldstérke.

Die Beispiele der zylinderférmigen Hyperlinse und der zylinderférmigen Tarnkappe zeigen,
dass man mit der implementierten Form der Differentiellen Methode grundsétzlich in der Lage
ist, solche nichtperiodischen Strukturen untersuchen zu kénnen. Im Allgemeinen wird jedoch die

hier vorgestellte Form der Differentiellen Methode nicht die beste Methode zur Untersuchung
von nichtperiodischen Strukturen sein.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

Die Differentielle Methode stellt eine Mdéglichkeit dar die Maxwellgleichungen in Materie fiir pe-
riodische Strukturen zu 16sen. Die einzigen Ndherungen bei der Berechnung sind dabei, dass in
dieser Arbeit stets angenommen wird, dass nichtlineare Effekte der Materialien zu vernachlés-
sigen sind und keine freien Ladungen vorhanden sind. Beide Annahmen sind jedoch im Bereich
der optischen Messtechnik im Allgemeinen gerechtfertigt. Ansonsten kénnen die Strukturen aus
optisch anisotropen Materialien mit beliebiger Permittivitdt und Permeabilitit aufgebaut sein.
Dazu werden die Felder durch endliche Fourierreihen dargestellt. Aus dem zu l6senden partiel-
len Differentialgleichungssystem wird dadurch ein System gewthnlicher Differentialgleichungen
1. Ordnung der Fourierkoeffizienten. Im homogenen Medium ist die Losung der Maxwellglei-
chungen als eine Superposition ebener Wellen darstellbar. Ist die Periodizitdt der Struktur daher
auf ein endliches Intervall beschrankt, konnen durch numerische Integration des gewodhnlichen
Differentialgleichungssystems der Fourierkoeffizienten, unter Beriicksichtigung der Randwerte,
die Amplituden der ausfallenden Wellen in Abhingigkeit der einfallenden Wellen ermittelt wer-
den. Beliebige auf die periodische Strultur einfallende Felder konnen dann durch Superposition
von ebenen Wellen verschiedener Einfallsrichtung und Frequenz angendhert werden.

Wird das System von gewthnlichen Differentialgleichungen der Fourierkoeffizienten nicht durch
numerische Integration geldst, sondern durch das Losen von Eigenwertproblemen ersetzt, spricht
man von der rigorous coupled-wave analysis (RCWA). In verschiedenen speziellen Situationen,
wenn z.B. nur nichtmagnetische isotrope Materialien betrachtet werden, vereinfachen sich die
Gleichungen und die Rechnungen kénnen wesentlich beschleunigt werden. Anhand zweier Be-
rechnungsbeispiele wurde gezeigt, dass eine Berechnung eines Gitters aus anisotropen Materia-
lien mehr Rechenzeit in Anspruch nimmt als Gitter aus isotropen Materialien. Auch wurde ge-
zeigt, dass die Rechenzeit beim Ubergang von eindimensional-periodischen zu zweidimensional-
periodischen Strukturen stark ansteigt. Aus diesem Grund wire es bei der Behandlung von
zweidimensional-periodischen Problemen wichtig, die Zeiten der Rechnungen zu verkiirzen. Ei-
ne Moglichkeit ist die Parallelisierung der Rechnungen auf verschiedene CPUs [66]. Zumindest
in speziellen Situationen lassen sich auch Symmetrien in Beleuchtung und Struktur ausnutzen
um die Dimension des Problems zu reduzieren [61, 67, 68]. Dieses ist nicht nur wichtig, um
die Rechenzeiten zu reduzieren, sondern auch, weil die maximale Anzahl von Fouriermoden
durch den Arbeitsspeicher des Rechners begrenzt ist. Kann also die Dimension des Problems
in speziellen Situationen reduziert werden, kann mit mehr Fouriermoden gerechnet werden. In
einigen Féllen ist nur so ein konvergiertes Ergebnis zu erzielen. Da bisher im implementierten
Code der Differentiellen Methode keine Symmetrien ausgenutzt werden, ist dieses sicherlich ein
Ansatzpunkt fiir einen weiteren Ausbau des existierenden Codes. Auch einige kleinere Ergén-
zungen, wie die Berechnung des Nahfeldes bei Rechnungen mit der RCWA und der Spezialfall
von Liniengittern mit xy-Einfallsebene bei der RCWA, konnen noch hinzugefiigt werden. Zu-
sétzlich ist ein Ausbau von voreingestellten speziellen Strukturen zur schnellen Modellierung
oder die Optimierung des Codes in Geschwindigkeit und Speicherbedarf immer wiinschenswert.
Ebenso existiert eine Formulierung der Differentiellen Methode fiir nichtperiodische Strukturen
[1, 30, 31] und zur Untersuchung nichtlinearer Effekte [1, 15]. Beides konnte fiir spezielle An-
wendungen von Interesse sein.

67



Bisher ist es auch nicht méglich, etwas iiber die Gréfenordnung des Fehlers im berechneten Er-
gebnis auszusagen. Eine Moglichkeit, diesen abschétzen zu konnen, wire daher ebenfalls ein An-
satzpunkt fiir weitere Arbeiten. Ein weiteres ungeldstes Problem sind die Instabilitédten, die bei
Strukturen aus stark leitenden Materialien auftreten |21, 22, 23, 24|. Ebenso wire ein Vergleich
der Differentiellen Methode mit anderen verbreiteten Methoden wie der Finiten-Elemente- oder
Finite-Differenzen-Methode sicherlich interessant. Auch eine genauere Untersuchung, wann eine
stufenférmige Approximation von schrigen Oberflichen mit der RCWA gerechtfertigt ist und
damit moglicherweise erhebliche Rechenzeit gespart werden kann und wann dieses Vorgehen
nicht sinnvoll ist, wére fiir praktische Anwendungen informativ. Auch von der Anwendung der
RCWA in Kombination mit Perfectly Matched Layers (PML) ist in letzter Zeit haufiger die
Rede [92, 93, 94, 95|. Diese scheint im Bereich der Berechnung von Wellenleitern eingesetzt zu
werden. Moglicherweise kdnnte die Technik daher bei einigen anderen Anwendungen ebenfalls
von Interesse sein.
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A Validierung des Codes

A.1 Energieerhaltung und Reziprozitats-Theorem

Energieerhaltung

Besteht die Struktur nur aus verlustfreien Materialien muss aufgrund der Energieerhaltung die
Summe aller Beugungseffizienzen gleich eins sein [1, 10, 58], d.h.

Sy S e =1. (A.1)

Diese Gleichung muss somit bei geniigend hoher Anzahl beriicksichtigter Fouriermoden erfiillt
werden. Ist fiir eine bestimmte Situation die Summe gréfer eins, ist das Ergebnis somit entwe-
der noch nicht konvergiert oder der Code fehlerhaft.

Fiir verlustbehaftete Materialien gibt die Differenz von eins und der Summe aller Beugungs-
effizienzen den Anteil dissipierter Energie an [1]. Die Summe aller Beugungseffizienzen ist daher
stets kleiner eins.

Reziprozitits-Theorem

Das Reziprozitdts-Theorem lautet: Fiir eine ebene einfallende Welle mit Wellenvektor k; sei
e&n) die Reflexionseffizienz der n-ten Beugungsordnung mit Wellenvektor k,. ,. Dann ist fiir den
umgekehrten Fall einer einfallenden Welle mit Wellenvektor —k, ,, die Effizienz der n-ten Beu-
gungsordnung mit Wellenvektor —k; ebenfalls der Wert e&n) der vorher betrachteten Situation.

Analoges gilt fiir die Transmissionseffizienzen [1].

Die notige Einhaltung der Energieerhaltung und des Reziprozitédts-Theorems stellt somit zwei
Moglichkeiten dar, die Plausibilitdt eines Ergebnisses zu iiberpriifen.
Um weiteres Vertrauen in die Ergebnisse der Differentiellen Methode zu bekommen ist auch
ein Vergleich mit anderen zuverldssigen numerischen Methoden und dem Experiment dusserst
wichtig. Auch analytische Lésungen, soweit vorhanden, miissen nachvollzogen werden kénnen.

Zur Uberpriifung des implementierten Codes wurde ebenfalls die Abwirtskompabilitit be-
nutzt. Damit ist gemeint, dass sich isotrope Materialien mit dem Code fiir anisotrope Mate-
rialien berechnen lassen, Liniengitter im Code fiir Kreuzgitter modellieren lassen und spezielle
analytische Profiltypen als beliebige Profiltypen mit numerisch generiertem Normalenvektorfeld
behandeln lassen. In all diesen Féllen miissen die errechneten Ergebnisse iibereinstimmen.

Ein weiterer wichtiger Bestandteil der Validierung des implementierten Codes besteht darin,
Ergebnisse aus der Literatur nachzuvollziehen. Im Folgenden Abschnitt sind daher einige in der
Literatur vorhandene Resultate aufgefiihrt.
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A.2 Vergleich mit Berechnungen aus der Literatur

A.2.1 Liniengitter aus Kobalt

In Ref. [1, 28, 40, 44, 41| wird ein sinusformiges Liniengitter aus Kobalt mit folgenden Git-
terparametern untersucht: Beleuchtungswellenlinge A9 = 632.8nm, Einfallswinkel ¢ = 30°,
Gitterperiode d, = 600nm und Grenzflichenfunktion g(z) = (a/2) [1 + cos(2wz/d;)]. Das Co-
ver ist Luft, d.h. e, = pu. = 1, und Kobalt wird durch e, = gy = €.. = —8.19 + 16.384,
Exz = —€zz = —0.495 — 0.1061, €4y = €yp = €y = €2y = 0 und p = I charakterisiert.

In Ref. [41] sind fiir eine Gitterhthe ¢ = 100nm und Einfallsebene senkrecht zur Gitterstruktur,
d.h. ¥ = 0°, die Reflexionseffizienzen der -1. und 0. Beugungsordnung fiir verschiedene Moden-
zahlen N tabellarisch angegeben. In Tabelle A.1 sind die Werte! fiir N = 14 aus Ref. [41] und
die Ergebnisse mit dem im Rahmen dieser Arbeit enstandenen Code angegeben?. Wie in Ref.
[41] wird das Differentialgleichungssystem (5.1) in 80 Schritten integriert?.

§  Methode e&fsl) e&}l) eg,)s) 9

er,p
0 DM 0.1050 5.4-1076 0.5430 1.4-1075
[41] 0.1049 5.4-1076 0.5432 1.4-107°
90 DM 5.5-1076 0.251 1.4-107° 0.306
[41] 5.5-1076 0.251 1.4-1075 0.306

Tab. A.1: Vergleich der Reflexionseffizienzen eines sinustférmigen Liniengitters aus Kobalt mit
Ho6he a = 100nm mit Werten aus Ref. [41].

In Ref. [1, 41] sind zusétzlich fiir eine Gitterhthe von a = 500nm und einfallender TM-
polarisierter Welle (6 = 90°) die Konvergenzkurven fiir die in Tabelle A.1 angegebenen Re-
flexionseffizienzen dargestellt. Da dabei der TE-polarisierte Anteil der Beugungseffizienzen in
der GroRenordnung von 1079 liegt und daher nicht sehr aussagekriftig ist, sind in Abb. A.1
die Konvergenzkurven der Gesamteffizienzen el und eﬁo) bei TE- und TM-polarisierter ein-
fallender Welle dargestellt. Bei der Berechnung wurden 40 S-Matrix-Schichten mit jeweils 4
Integrationschritten verwendet.

Zusétzlich sind in Abb. A.1 die Ergebnisse der RCWA bei einer 50 stufigen Approximati-
on der Gitters eingezeichnet. Wahrend die Ergebnisse fiir die TE-polarisierte einfallende Welle
exakt mit denen der Differentiellen Methode iibereinstimmen, zeigt sich, dass die Ergebnis-
se der RCWA fiir TM-Polarisation deutlich langsamer konvergieren, wobei bei unzureichender
Anzahl von Schichten nicht derselbe Endwert erreicht wird. Dieses Verhalten liegt wiederum
an den Felderhdhungen an den Ecken der stufenférmigen metallischen Struktur, die eine hohe
Anzahl von Moden in einer Fourierreihenentwicklung erfordert |1, 29]. Ausser bei lamellen- und
stufenférmigen Gittern ist deshalb die Differentielle Methode der RCWA vorzuziehen [1], oder
zumindest sollte die Giiltigkeit der Stufenapproximation iiberpriift werden. Eine Ausnahme bil-
det z.B. der Fall ¢ = 0° und 6 = 0° bei nichtmagnetischen Materialien, wie in Abb. A.1 zu
sehen ist. Auch fiir Dielektrika und schwach leitende Materialien ist eine Stufenapproximation
des Profils unproblematisch.

Fiir dasselbe Gitter in konischer Beugung mit ¢y = —20° sind in Ref. |28, 40, 44| Reflexionsef-
fizienzen angegeben. Abb. A.2 zeigt die Konvergenzkurven, die mit dem implementierten Code

'Die Anzahl der angegebenen Dezimalstellen entspricht denen in Ref. [41].

’Dieser wird im Folgenden als DM bezeichnet.

*In Ref. [41] wird ebenfalls die Differentielle Methode verwendet. Wenn nicht anders angegeben, wird zur
Integration das IRK-Verfahren verwendet.
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Abb. A.1: Konvergenz der Refelexionseffizienzen fiir die -1. und 0. Beugungsordnung fiir das
Kobalt-Sinusgitter mit ¢ = 500nm.

berechnet wurden. Ebenfalls eingezeichnet sind die Ergebnisse der RCWA bei einer 50 stufigen
Anndherung des Profils.
Die errechneten Werte bei N = 25 sind in Tab. A.2 wiedergegeben?. In Abb. A.3 sind fiir das-
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Abb. A.2: Konvergenz der Refelexionseffizienzen fiir die -1. und 0. Beugungsordnung bei konischer
Beugung.

selbe Gitter die Konvergenz der TM-polarisierten Beugungswellen -1. Ordnung in Abhéngigkeit
von der Anzahl von Integrationsschritten fiir die drei in Abschnitt 5 aufgefiihrten Integrations-
verfahren dargestellt. Dabei wurde mit festem L = 5 und variablem M = 1...20 gerechnet.
Die Abb. entspricht der Abb. 6 in Ref. [28].

Als ein Beispiel fiir ein unsymmetrisches Liniengitter, bei dem auch die Komponenten des
Normalenvektorfeldes nicht einfache harmonische Funktionen sind, dient ein Kobaltgitter mit
dreiecksformigem Profil aus Ref. [44]. Alle Parameter, bis auf die Profilform, sind dieselben wie

‘Die Werte sind in Ref. [44] nicht angegeben. Sie stammen von Koki Watanabe. Bei den Ergebnissen in Tab.
A.2 wurden ML = 100 Integrationsschritte verwendet.
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Ordnung  Methode TM—-TE TM—-TM

-1 DM 0.07921  0.10687
[44] 0.07921  0.10687
0. DM 0.00971  0.04384
[44] 0.00971  0.04378

Tab. A.2: Vergleich der Reflexionseffizienzen des Sinusgitters aus Kobalt bei konischer Beleuch-
tung.

N N e
o 01r g 017 -
‘N N e
[2] [2] /
[} ()] e
c & /
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Anzahl der Integrationsschritte Anzahl der Integrationsschritte
(a) N=10 (b) N=25

Abb. A.3: Konvergenz in Abhingigkeit der Anzahl der Integrationsschritte.

im vorangegangenen Beispiel. In Abb. A.4 ist die mit N = 50 berechnete Intensitdtsverteilung
|E|? gezeigt. Dort ist auch die Profilform zu erkennen. Der Parameter b ist 400nm. Deutlich zu
erkennen sind die Felderh6hungen an den Spitzen der Struktur.

In Abb. A.5 sind die Konvergenzkurven fiir die -1. und 0. Beugungsordnung, aufgeteilt in TE-
und TM-polarisierten Anteil, dargestellt. Ebenfalls eingezeichnet sind die Ergebnisse der RCWA
bei einer Annédherung des Profils durch 100 Schichten.
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Abb. A.4: Intensititsverteilung fiir das Kobaltgitter mit Dreickprofil.
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Abb. A.5: Konvergenz der Reflexionseffizienzen fiir die -1. und 0. Beugungsordnung fiir das Ko-
baltgitter mit Dreickprofil.
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A.2.2 Liniengitter aus Mica und KTP

In Ref. [50, 58] sind Beugungseffizienzen fiir die -1. und 0. Beugungsordnung fiir eine einfallende
ebene Welle (Cover: e, = u. = 1, Einfallswinkel ¢ = 30° und 1) = —40°) auf ein sinusférmiges
Gitter bestehend aus einem biaxialen Kristall (Mica) mit den Hauptpermittivitdten e; = 2.4087,
g9 = 2.5027, 3 = 2.5217 und den Hauptachsenrichtungen v; = (1,1,1), v3 = (—1,2,—1) und
Vo = V3 X V1 aufgefﬁhrt5.

In Tabelle A.3 sind die Effizienzen fiir verschiedene Verhiltnisse von \g/d, angegeben. Dabei
wird die Notation von Ref. [50, 58| iibernommen, d.h. bei " handelt es sich und die Reflexi-

onseffizienz der n-ten Beugungsordnung bei m-polariserter ?7171 =1=TEund m =2=TM)
einfallender Welle und k-polarisierter Beugungswelle.

Die Werte der Methode DM und aus Ref. [58] sind dabei mit N = 15 berechnet. In Ref. [50]
wird das Gitterprofil durch eine Stufenapproximation aus 50 Schichten angenihert und mit
N = 31 gerechnet. Bei allen Berechnungen in DM wurden L = 5 Integrationsschritte pro S-

Matrix-Schicht verwendet. Das Gitter wurde in M = 4, 10,20 S-Matrix-Schichten aufgeteilt.

a/d; Polarisation Methode r0, 0, 0 . 2, r1
0.3 TE DM 1.715-1072 8.150-10"* 8.218-10~! 5.320-1073 1.795-1072
[58] 1.716-1072  8.156-10"* 8.218-10~' 5.320-1072 1.796-102
[50] 1.705-1072 8.493-10~* 8.218-10~! 5477-1073 1.796-102
™ DM 8.358 - 1074 3.284-1073 9.498-1073 8.479-10"1 2.375.1072
[58] 8.364-10"% 3.286-1073 9.495-10~3 8.479-10"' 2.377-1072
[50] 8.705-107% 3.255-1073 9.656-1073 8.482-10"! 2.370-1072
1 TE DM 3.023-1073  1.027-10~* 4.087-10"' 1.913-102 5.287-1073
[50] 2.992-1073 9.334-1075 4.085-10"' 1.959-102 5.251-1073
™ DM 1.288-107% 1.213-1073 3.235-1072 4.251-10~! 4.719-1073
[50] 1.176 -10~*  1.225-1073 3.278-1072 4.248-10"! 4.631-1073
2 TE DM 1.821-107%  2.224-10-% 1.127-10~! 7.043-10"2 2.307-1073
[50] 1.768-1073 2.053-10"* 1.131-10~! 7.142-10"2 2.205-1073
™ DM 2.436-107%  6.124-107% 8.126-10"2 4.927-10"2 1.805-1073
[50] 2.191-107% 5.988-10"% 8.201-1072 4.921-1072 1.665-1073

Tab. A.3: Vergleich der Reflexions- und Transmissionskoeffizienten mit Werten aus Ref. [58] und
Ref. [50].

Als ein Beispiel, in dem auch Transmissionseffizienzen bei einem anisotropen Substrat berech-
net werden, dient ein sinusférmiges Profil, welches ein isotropes Medium mit ¢, = 3.84 und ein
biaxialen Kristall (KTP) mit Hauptpermittivititen €1 = 3.1216, e = 3.1557 und e3 = 3.5034
trennt. Die Hauptachsen entsprechen denen des vorangegangenen Beispiels und es handelt sich
um nichtmagnetische Materialien. Die Periode des Gitters entspricht der Wellenlénge im Vaku-
um, d, = A, und die Hohe ist durch a = 0.1d, gegeben. Die Einfallsebene ist orthogonal zur
z-Achse, d.h. ¢ = 0°, und die Beleuchtung erfolgt aus dem isotropem Medium. In Abb. A.6 und
A.7 sind die Reflexions- und Transmissionskoeffizienten in Abhingigkeit des Einfallswinkels ¢
dargestellt. Fiir weitere Informationen zu diesem Beispiel sei auf Ref. |58 verwiesen.

®In Ref. [50] wird vo = (—1,2, —1) angegeben, wihrend dies urspriinglich in Ref. [58] v3 ist. Moglicherweise
sind daher die Berechnungen in Ref. [50] mit e2 < €3 durchgefiihrt.
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Abb. A.6: Reflexionseffizienzen fiir das sinusférmige Liniengitter aus dem biaxialen Kristall KTP.
Die Ergebnisse entsprechen denen in Ref. [58].
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Abb. A.7: Transmissionseffizienzen fiir das sinusférmige Liniengitter aus dem biaxialen Kristall
KTP. Die Ergebnisse entsprechen denen in Ref. [58].
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A.2.3 Beschichtetes Lamellengitter

In Ref. [50] wird ein metallisches lamellenférmiges Gitter, welches mit einem anisotropen Ma-
terial beschichtet wurde, untersucht. Aufgrund der Geometrie des Problems handelt es sich um
ein ideales Anwendungsbeispiel der RCWA. An dieser Stelle sollen jedoch die Ergebnisse der
DM mit denen der RCWA aus Ref. [50] verglichen werden, um zu zeigen, dass das Problem in
diesem Falle fiir beide Methoden identisch ist, d.h. die Propagationsmatrix M iibereinstimmt.
Die Methode der RCWA ist jedoch in diesem Fall vorzuziehen, da sie keine Einteilung in kiinst-
liche S-Matrix Schichten und weniger Rechenzeit bendtigt.
Die Permittivitiit des Covers ist €. = 1 und des Substrats e, = (0.22 + i6.71)2. Das Binir-
gitter besteht zur Hélfte aus dem Material des Substrats und des eines biaxialen Kristalls mit
Exe = 2.25, €4y = 2.56, €., = 2.89, €4y = 0.04, gy, = 0.16 und .. = 0.36. Ausserdem gilt
€;j = €4;. Dieses Bindrgitter hat die Periode d, und die Hohe aq, beide entsprechen der Wellen-
linge des einfallenden Lichts \g. Uber dem Binirgitter befindet sich noch eine Schicht der Hohe
as = A\g des biaxialen Kristalls®. Die Permeabilitit ist iiberall gleich eins. Die Einfallsrichtung
der ebenen Welle ist durch ¢ = 30° und ¢ = 0° festgelegt.
In Tab. A.4 sind die Beugungseffizienzen der -1. und 0. Beugungsordnung aufgelistet. Jeweils
fiir die Einfallspolarisation TE bzw. TM sind die Beugungseffizienzen, aufgeteilt in TE- und
TM-polarisierten Anteil, angegeben. Bei der DM wurde das System gewohnlicher Differential-
gleichungen mit 200 Integrationschritten gelost, wobei jeweils nur die erste von 20 S-Matrix-
Schichten des Bindrgitters und der homogenen anisotropen Schicht integriert wurde. Die an-
gebenen Werte sind bei N = 100 berechnet. Die Werte aus Ref. |50] sind Mittelwerte der
Ergebnisse mit N =199 und N = 201.

Die Konvergenzkurven zu den oben angegebenen Werten sind in Abb. A.8 fiir eine TE-

Ordnung Methode TE—TE TE-TM TM-TE TM-—-TM

-1. DM 0.57441 0.06449 0.06441 0.61135
[50] 0.57434 0.06446 0.06446 0.61133
0. DM 0.15701 0.04574 0.03323 0.03227
[50] 0.15692 0.04577 0.03322 0.03227

Tab. A.4: Vergleich der Reflexionseffizienzen fiir das mit einem biaxialen Kristall beschichtete
metallische Bindrgitter mit Werten aus Ref. [50].

polarisierte einfallende Welle und in Abb. A.9 fiir eine TM-polarisierte einfallende Welle ge-
zeigt. Diese entsprechen den Konvergenzkurven bei Verwendung der RCWA, welche in Ref. [50]
dargestellt sind.

®In Ref. [50] findet sich eine Skizze des Gitters.
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Abb. A.8: Konvergenzkurven fiir eine TE-polarisierte einfallende Welle bei dem Beispiel eines mit
einem biaxialen Kristall beschichteten Liniengitters.
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Abb. A.9: Konvergenzkurven fiir eine TM-polarisierte einfallende Welle bei dem Beispiel eines mit
einem biaxialen Kristall beschichteten Liniengitters.
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A.2.4 Kreuzgitter aus anisotropen Materialien

Als Beispiel fiir ein Kreuzgitter aus anisotropen Materialien sei ein Beispiel aus Ref. [51] be-
trachtet. In Abb. A.10 ist eine Skizze des Gitters von oben dargestellt. Die Materialien sind
nichtmagnetisch und die Permittivitdt ist in y-Richtung konstant.

Abb. A.10: Ansicht des betrachteten Kreuzgitters aus anisotropen Materialien von oben.

Das Gitter hat folgende Daten: Die Periodizitét ist d, = 2.4)\p und d, = 1.4)\g. Die Hohe
betridgt a = Ag und es gilt w,/d, = w,/d, = 0.5. Das Cover hat n. = 1 und das Substrat
ns = 1 + 5i. Die einfallende Welle ist TM-polarisiert, bei normalem Einfall (¢ = ¢ = 0°). Die
Permittivititen sind €420 = €a,yy = Cbze = Ebyy = 2.25, €a,22 = b2z = 2, Eapy = Ebya = 0.51
und €q,ys = €p oy = —0.50.

Die Konvergenzkurve (N, = N ) der Effizienz fiir die (0,0)-te Beugungsordnung in Reflexion ist
in Abb. A.11 (a) dargestellt. Berechnet wurde sie mit der Differentiellen Methode und ML = 80
Integrationsschritten. Daneben in Abb. A.11 (b) ist dieselbe Kurve bei verdnderter Achsenska-
lierung dargestellt.

Ein Vergleich mit der entsprechenden Konvergenzkurve in Ref. [51] zeigt, dass die dortige For-
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(a) Konvergenzkurve der (0,0)-ten Beugungsordnung (b) Darstellung bei verdnderter Achsenskalierung
in Reflexion

Abb. A.11: Konvergenzkurve fiir N, = N,. In (b) ist die Kurve als Detailansicht gezeigt. Ein
Vergleich mit Ref. [51] zeigt, dass die dortige Formulierung der RCWA ein besseres Konvergenzver-
halten zeigt.
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mulierung der RCWA wesentlich besser konvergiert. Der dortige Wert der Effizienz betrigt etwa
0.298. Die Formulierung in Ref. |51] ist zwar nicht auf beliebige Profilformen anwendbar, jedoch
in diesem Beispiel der implementierten Version der Differentiellen Methode klar iiberlegen. Auch
handelt es sich bei diesem Beispiel um einen Spezialfall bei dem die Matrix M die Form von GI.
(5.54) annimmt und sich somit die Grofe des Eigenwertproblems bei der RCWA halbiert [51].
Diese Tatsache ist bisher im implementierten Code fiir anisotrope Materialien nicht ausgenutzt.
Da dieses Beispiel das einzige hier aufgefiihrte Beispiel fiir ein Kreuzgitter aus anisotropen Ma-
terialien ist, sollen an dieser Stelle noch ein mit der Differentiellen Methode berechnetes Nah-
feldbild gezeigt werden. In Abb. A.12 ist der Betrag der elektrischen Feldstéirke im xy-Schnitt
bei z = 0 dargestellt. Es wurde dabei mit N, = 14 und N, = 10 gerechnet. Das betrachtete

2 1.8
16
14

_ 1

=
> 0.8
.o -l 0.4
02
-1 0.5 0 05 1
X ]

Abb. A.12: Betrag des elektrischen Feldes im zy-Schnitt bei z = 0 berechnet mit der Differentiellen
Methode.

Beispiel verdeutlicht das allgemeine Problem, dass bei Kreuzgittern aus leitfihigen Materialien
h#iufig, mit der durch den Arbeitsspeicher limitierten maximal mdéglichen Anzahl von Moden,
kein konvergiertes Ergebnis erzielt werden kann’. Aus diesem Grund ist es gerade bei Kreuzgit-
tern wichtig moglichst eine schnelle Konvergenz zu bekommen oder das Problem zu reduzieren,
um mit mehr Moden rechnen zu kénnen. Zum Beispiel ist bei Li’s Zickzack-Methode [96] die
Konvergenz bei spezieller Geometrie scheinbar besser als mit der Normalenvektormethode. So
konnte z.B. fiir die aussergewohnliche Lichtdurchlissigkeit durch Metallgitter mit Lochern in
Ref. [1, 97, 98] mit der derzeit implementierten Formulierung kein konvergiertes Ergebnis erzielt
werden. Bei numerischen Untersuchungen mittels RCWA werden jedoch die in Experimenten
meist runden Locher in der Regel einfach als quadratisch behandelt. In diesem Fall scheint
die Formulierung von Li mit der Zickzack-Methode besser zu sein als die Formulierung mit
Normalenvektorfeld. Ausserdem handelt es sich dann um eine spezielle Situation, bei der die
Grofe des Problems nochmals stark reduziert werden kann [67]. Fiir eine generelle Aussage iiber
das Konvergenzverhalten fehlt jedoch eine genauere Untersuchung. Solche Untersuchungen zum
Vergleich der Berechnung mit Normalenvektorfeld und Li’s Zickzack-Methode finden sich jedoch
in Ref. [48, 49].

"Das hier aufgefiihrte Beispiel wurde jedoch auf einem gewdhnlichen Desktop-PC berechnet, so dass mit Rech-
nern mit mehr Arbeitsspeicher durchaus noch mit mehr Moden gerechnet werden kénnen. In Ref. [51] wurde
z.B. bis 27x27 Moden gerechnet.
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In Abb. A.13 ist noch eine Konvergenzkurve der (0,0)-ten Ordnung in Transmission fiir ein
Beispiel der aussergewthnlichen Lichtdurchldssigkeit bei der Resonanzfrequenz dargestellt. Es
handelt sich um quadratische Locher. In diesem Fall scheint die Formulierung mit Li’s Zickack-
Methode, die bei der Berechnung mit Microsim verwendet wurde, besser zu konvergieren. Es
kann jedoch auch mit Ny = N, = 20 kein konvergiertes Ergebnis erzielt werden.

0.8

—— Microsim
0.7t —+— RCWA
—=—DM

0.4r

Transmissionseffizienz

0 5 10 15 20
Anzahl Moden NX=NZ

Abb. A.13: Konvergenz der (0,0)-ten Ordnung in Transmission fiir ein Beispiel der aussergewhn-
lichen Lichtdurchldssigkeit bei Resonanzfrequenz.
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B Darstellung der Felder durch ihre
z-Komponenten

Im homogenen isotropen Cover (j = ¢) und Substrat (j = s) lassen sich die elektrischen und
magnetischen Feldstérken durch ihre z-Komponenten darstelllen. Fiir ein Liniengitter ergibt
sich

~ 1 oE 0H
EY) = 0=+ i —— B.1
T (m,y,z) /{]2 _73 <270 o +wpg 8y ) ) ( )
; 1 oE 0H
EW) — ; LA P eitcd B.2
P = g (i — s ) (B2)
~ 1 . OE, . O0H,
HY (z,y,2) = o 2 <—zw5j8y + 70 o ) , (B.3)
J
; 1 oE OH
HY = s | iwej——— +i ). B4
Yy (:'U?y’Z) k:? o ,yg <Zw£] a:E + 0 ay ) ( )

Die Herleitung dieser Beziehungen findet sich in Ref. [1]. Fiir ein Kreuzgitter ergeben sich dhn-
liche Beziehungen. Dazu ist v durch +,, zu ersetzen und iiber den Index m zu summieren.
Gln. (B.1) und (B.3) entsprechen den Gln. (5.13) und (5.14) mit denen in Abschnitt 5.1
die Fourierkoeffizienten der z- und z-Feldkomponenten als Linearkombination der Rayleigh-
Koeflizienten der z-Feldkomponenten dargestellt werden.

Die Beziehungen (B.1-B.4) werden ebenfalls verwendet um aus den Rayleigh-Koeffizienten der
z-Feldkomponenten die Rayleigh-Koeflizienten der z- und y-Komponenten zu berechnen. Dazu
ist zu beachten, dass das Feld im homogenen isotropen Cover bzw. Substrat in der Rayleigh-
Entwicklung eine exponentielle Abhéngigkeit von y besitzt. Alle rdumlichen partiellen Differen-
tiationen werden somit zu einfachen Multiplikationen.
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